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Per ogni NoU o Memoria, preseatata in una sola adunanza del Ctrcolo, la 
qua!e sorpassi le i6 pagine di stampa, riniane a carico delPAutore la spesa di com- 
pasixione delle pagine eccedenti, in ragione di L. 3, 15 per ogni pagina parte 
di essa. 

Gli Autori che desiderano Estratti dcIle Note e Memoric inserite nei Rendi- 
conti, sono vivamente pregati di awertirnc la Redazione nelTatto di rinviarc le 
prove di stampa. A Hne di agevolare i soci nella pubblicazione dei loro lavori» 
gli estratti saranno ad essi mandati a mano a mano che procede la stampa del 
iascicola 

II prezzo degli estratti k regolato come segue: 
' Per an foglio di 8 pagine, o meno : 

50 esemplari =s L. $; ioo=sL. 7, 75; i5o = L. 11; 200 = L. 15, 75; 250 = 1. 17; 
300 a L. ao, 2$; 350 =sL. 23, $0; 400 = L. 26, 7$. 

Per ogni foglio successivo di pagine 8, parte di esso (oltre la spesa di com- 
posizione, come sopra, per le pagine eccedenti i due fogli di stampa) : 

$0 esemplari = L. 3, 75; 100 = L. 5, 25; 150 = L. 7, 2$; 200 = L. 8, 75; 
250 = L 10.75; 300 = L. 12,75; 350 = L» 14,75; 400 = L- 16,75. 

Le tavole sono a carico degli Autori. 
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exaiscs HuaBEtT. 



.1 T-.^c iinv^ r- :. rz2^s „ f^AlrVatlrt gaucbe inscrit a la 
•• : I.- -x--;i J. T • :rt, ^ xt .1 is cj^^-sis Simt dcs glnlratrka dt 
* '" '^' ^ -^ ;.^:---irr«- le Bi or, en gin^ral, si A et 
J £.:c: ;- ^< ii i^.:-. ^ r j z p^ ic :cl quadrilatire. Imaginons 
t- ifi: -1^ :« .-c.-i.-.-«5 i.-5 7cr"rts it la biquadratique (AB) 
>: :c: t-nr.-tis n 3:x:v=:x-c c-^rc^,;- c'un argument, ct de telle 

crs irr:i=er:s ii qaatre points situfa dans un 






.4b »«« 



• i- :.:.: -.. r, .ts ^*ziri-..c^ c ;::! =i!aie svstime d'une quadrique 
c;^',.'jr^;:^z s:r:fc; ^zr ^ cir::rc< v-^*^ coapcnt cette coui-be en deux 
pc'.'ts, Ccct .£$ ir^ — i«j cc: rr^^r scGrae constante, j; pour Ics 
peseraa-lctt dc I'autre srstizii, la sccsae constante est —s. Soient 
alcrs V, !i, T», 5 !es irgiiniscts i« cuitre sommets du quadrilat&re 
gauche consider^ ci-dessss, on aura, en disignant par a et t les 
valcurs dc la constante s pour les quadriques ^ el B : 

(0 

d'oii Ton dWuit a t = a a, c.-a,-d, 

(3) ^=' + 4' 

O 6tant une piriode des fonctions elliptiques introduites. Cette Equa- 
tion (2) itablit une relation entre les deux quadriques A et fi, qui 
dis lors ne pcuvent fitre choisies arbitrairement. 

3. Supposons maintenant Tdquation (2) satisfaitc, et montrons 
que dans ce cas il y a cffectivcment des surfaces du second ordre 
quadritangentes il -4 et 5. 

On a, en portant la valcur (2) de t dans les Equations (i): 

p=or — >; v = X + — ; p = (i — X + — , 

ce qui d6termine les sommets du quadrilat&re quand on se donne 
grijtrairement Tun deux, \ : en d'autres termcs, on peut inscrire \ 
la biquadratique {^AV) une infinUl simple de quadrilatircs ayant 
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pour couples de c6t6s opposes deux generatrices d'un m£me systime 
des quadriques A et B. Je dis de plus qu'on peut inscrire 6galement 
k (AB) une infinite simple de quadrilat^res analogues, formes avec 
les generatrices des seconds systimes de A et de B. Car en appe- 
lant V, \l\ v'y p' les arguments des sommets, on aura : 

v' + p' = — <y, ft' + v' = — T, 

equations compatibles, quelque soit X', puisque 2 t = 2 9. 

II est dair d'ailleurs que chaque couple de c6tes opposes d'un 
quadrilatere quelconquc du second groupe s'appuie sur un couple de 
cotes opposes d'un quadrilatere qutlconque du premier, de sorte que 
les 8 c6tes des deux qnadrilateres sont sur une mfime surface du 
second ordre, laquelle, contenaut quatre generatrices de A et quatre 
generatrices de B^ est quadritangente k ces deux surfaces. 

Done enfin, si la condition cxprimee analytiquement par Te- 
quation (2) n'est pas verifiee, il n'y a pas de surface du second 
ordre touchant ^ et £ en quatre points; si elle est verifiee, il y a 
une infinitl double de pareilles surfaces. 

4. II est aise d'obtenir I'equation generale de celles-ci. 

Soient deux qnadrilateres gauches, quelconques, i et 2, inscrits 
i la biquadratique {AB) et dont les c6tes opposes sont des genera- 
trices d'un mime sysieme de A^ et les autres c6tes des generatrices 
d'un mime systeme de B\ soient aussi deux autres qnadrilateres, 
1' et 2', formes a/ec les generatrices des seconds systemes de ^i 
et B. Les cotes de i et i' sont sur une quadrique C; soient de 
mSme D, £, F les quadriques qui contiennent respectivement les 
c6ies dc 2 et 2', I et 2', 2 et i'. La surface du quatrihne ordre, 
CD=zo, passe par les sei:;;^e cotes des quatre qnadrilateres; il en est 
de mfime de la surface £F=o et de la surface ABzzzo. Ces 
trois surfaces appartiennent done h un mfime faisccau ponctucl, en 
sorte qu'on a idendquement : 

(3) AB=zCD + EF. 
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En d'autre termes; et c*est une iutr« fome d^ It cottdMM 
lnitiile» les quidriques A ei B stmt Niks que k frodmH AB mi 
itcomposoblt en unt Si^mme de quMtn carris. 

De plus^ riJemiti (3) montre que la surface ABaco citl'n- 
veloppe des quadriques: 

(4) X{tC + X£ + ftF— Z) = o, 

X et (t d^ignant des paramitres variables^ c.-a.-d. que ces qua- 
driques (4) touchent en quatre points chacune des quadriques A et 
B. On a ainsi obtcnu I'^quation cherch^e. 

ObservoQs enfin que Tidentiti (j) ^ablit cette pro(k)Std(m : 
Deux quadriques C et D ioucl/eifii chacune M 4 points deux qua*' 
dfiqncs A et B, il existe deux autres quadriqms^ E ei F^qm foncbtnf 
en 4 points les quadriques A^ B^ C tt D. 

5. Voici une propri^i gtomitrique des quadriques (4)t il 
existe deux droites fixes, conjugules Vune de Vnwire par t^pport b 
fouies les surfaces du second ordre qui tcmchtnt on 4 points deux iftuh 
driqwes donntes. 

Car une de ces surfaces (a* 3) coupe la biqtiidlrat^ll6 (^AS) 

aux points \ X^ ; 9 — \ a — X^ et contient les 4 droites 

qui joignent les deux premiers points aut deuji demiehi. Or les 

pomts X et X H , sur la biquadratique , sont, comme on sait^ 

coojugU^ par rapport il deux droites A et A' (arileis q>poMts ^H 
titraidre autopolaire commun ii A et B)^ c.-a-.-di. qw la droits qui 
}oint ces deux points rencontre A et A', et est dttisM {larmonique^ 
ment par les points de rencontre. II est clair d'ailleurs que teUen 
des conjugufe) par rapport ^ A et A', des points d'uae drcMte ^st 
une autre droitc; d'o£i Ton conclut que la droite i^, qui joint le^ 

points X H et a — X ^ est le lieu des conjugu^ des points 

de la droite ^^ , qui joint X et 9 — V; d% iil6me poilt les tent 



droites X; = (x, a — X + -5.^ ct X; = (x + :?-, a — xV CUa- 



StJR UKB GJ^N^RATlOll ^(MfttltKlim Dfc Lk flftFACB DE KUllMER. ( 

cune Ah i|Mdt iqiies (4) t^ondent itMi dtux cDuples de dfoit«s, S, 
ct X^, SJ ct i[, conjuguies par rapport i 1 et A'; d'oi Ton conclut 
imm6diatement la pmposition inoiicie. 

6. On peut don^er une a\itr6 fohne g6om6tf{que h la condition 
initiale (2). Considirons un plan tangent commun k A ^ B; ti, 
coupe la biquadratique (AB) en quatre points, d'arguments a, ^, 
Y et S, et on a : 



ot + P = <r, 



Y + ^ — — *> 



a + Y = f 


— » + 


Q 

2 ' 


p + X = 


-s + 


• 

2 ' 



d'oCi Ton tire: 



Y = P + -?-. 



c.-a.-d. que le plan consid6r6 coupe la biquadratique (AS) tn <\nkttt 
points, dont deux, ^ et y» sont conjugu6s par rapport aux droites 
A et A'. 

Inversemcnt, si cette condition est rempHe par un seul plan 
tatigeiit tommim aux sutface^ j^ ct S> elk est Vcrifiie poUr to^ 
ks 4MteSf et la relation fonddmc^liile {ft) est sattsfafte. Qkt \^ 
Equations : 



^ r avec Y = P+-j 



Y + 8 = _<r, p + S = -^ ^^^^ ? = P + 



^onnent bien t = <r H , Ainsi : 

2 

I7if />/fl« tangent commun aux quadriques A et B coupe les drtiftf 
A et A' en deux points : la droite qui joint ces points est une corde 
de la ^biquadratique {AB) commune aux deux quadriques. 

7. De li se d^duit tris simplemcnt la relation analytique qui 
lie les invariants «imukanfe 4cs tfisidriqiues M dt 9% 
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Supposons en eSct ces quadriques ramen6es Jl la forme : 

** + jy* + ^' + «• = o, 

ax* + by* + ei* + it* = oj 
ua plan 

(S) «* + »j' + w^ +^/ = o 

les toucbera si : 

tt* + w* + «;*+/»* = o, 

Le titraidre autopolaire commun \ A ^x, B a pour faces les 
plans de coordonnies; supposons que les droites A et A', arites 
oppos^es de ce titraidre, soient les droites x = o, y=o et ^ — o^ 
/ = o : la droite qui joint les points 06 elles sont rencontr6es par 
le plan (5) est: 

iix + V)r = o, «;;;;+ ^/ = o; 

pour qu'elle soit une corde de la biquadratique {AV) il suflSt hnr 
dcmment qu'elle rencontre cette courbe en un point; d'o6 la 
condition : 

(7) (««* + O W + rf «;•) = (/>* + «/•) (fl V* + * «•). 

qui doit 6tre une consequence des relations (6). Tirons de celles-ci 
les valeurs de u* + v* et ii** + <*v*> ct portons-les dans (7); il 
vient : 

ce qui n'est v^rifii identiquement que si ci=a&. 



8 OBQIQBS |iV¥BBllT« 

9. Indiquons une derniire ioterprjutioa de la CQo4i|iao fbo- 
damcntale, en giomitric Pluckericnnc. 

Lcs generatrices d'un mime systime de la quadriqae A «ffV 
Ciennent \ trois complexes llncaircs, linfeairement distincts : 

if, = 0, -^a = o, ifj = o; 

ct de m£me les generatrices d*un mime systeme de B aux tiois 
complexes 

B, = 0, B, = o, B, = Q. 

Si une quadrique, j2» contient deux des generatrices precedent« 
de if, ses generatri(Q( 4'un mioie systeme appartieiwent necessaire- 
ment \ deux complexes lineaires de la forme : 

(8) \if. + \if, + \if,=o, 

(9) x;if. + \'if, + ^'if, = o, 

el r^iproqucmeot; si elk est quadritangeate \ B^ let ip£f)e^ gba^ 
ratrices de Q appartiennent aux deux complexes lineaires : 

Les quatre complexes (8), (9), (10), (xi) ay ant en commun 
lcs droites d'un mime systeme de Q, il existe entre lcs premiers 
iDcmbres Jc leurs equations une relation lin^aire et homog&ne, ^.*si,f*dj» 
une identite de la fiomie : 

ot,^. + «a^. + «,^, = P.5. + p,B, + P,JJ,; 

ce qui txprimc qu4 l^s gittirairws de A tt ctUes i^ B (des systemes 
consideres) appartiennent a un mime compUxe linlaire, C: 
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contttto con altri rami uscenti da P, avri senso ben detcrminato 
il dire cbe, per i = o, i, 2, . . . ^ k una certa serie g^ contenuta 
nella ^ ha un panto base (^^plo in P sul ramo R: ci6 cquivarri 
al dire che c^ dei v punti d'un gruppo generico della jf^ sono co- 
inddend in P sul ramo R. In generale sari a^ = t , ed allora &> 
remo che nel punto P e sul ramo R ia serie ^ ha un punto ordi- 
oario, altrimenti diremo che nel punto P e sul ramo R la serie ;| 

ha una singolariti [<y^, «„...,<'»] (o-^<Jo<<'i<— <<'ftf^^— *)(*)• 
Se con una trasformazione Cremoniana sul piano della curva 
C si passa da questa ad una curva C, ed al punto P della curva 
C, considerato come appartenente al ramo R, corrisponde il punto 
P' di C^ considerato come appartenente ad un ramo R' non avente 
in P' contatti con altri rami di O, la serie 4ineare corrispon- 
dente su C alia f|, ha pure in P' e sul ramo R' la singolaritli 
[^o » ^1 » • • • 9 ^k]* qualora noi per6 consideriamo in ogni gruppo 
della serie trasformata il punto P' sul ramo R' contato a^ vdte (*^). 

29. Sia C una curva plana e P un punto (r)-plo qualunque di 
essa. Assoggettiamo il piano ^ nel quale trovasi C ad una trasfix- 
mazione Cremoniana la quale verifichi alle seguenti condi^oni che 
possono, com'ft noto (*^)> venir sempre soddisfatte : 

i) che al punto P della curva C corrispondano sulla curva 
trasformata C. punti semplici, 

(*) Secondo una notazione del G u c c i a nella Nota : SuJU involw(Und M 
spici$ qualunque dotaU di singalaritd orMnarit (questi Rendiconti, t. VIII, 1894% 
p. 227; in tale Nota si suppone per6 ^0^=0: I'essere 9o>o equivale a dire che 
la /* ha un punto base (9o}~pIo, e quindi si riduce ad una f^-^^t dotata in P 

c sul ramo R della singolaritii [o, a, — a© , a, — ^o » • • • > ^ft — ^o 1» ^ *^ 
punto P, considerato sul ramo R^ contato a^ volte. 

(^) Tali proprietii sussistono, com'& noto, anche per semplici trasformazioni 
birazionali della curva C. 

(^) N o e t h e r : Viber dU aJg$braiscb$n Funetiomn $in$r und ^wi^ Fmris^ 
Uln; note a (Gdtting. Nachrichten, 1871); U$b$r dU singuJdnn W$rthsysUm$ timtr 
algebraiscbin Function und die singuldren Punkte iimr alg$hraischin Curv$ (Math* 
Ann«, t. IX); e Rationale Ausfiihrung d$r Opsrationen etc., etc, (Math. Ann., 
t. XXIII); e B e r t i n i : Sopra alcuni tionmi fondamentali dslli curv$ piatu alf^ 
pricbe (Rend, del R. 1st Lomb., t XXI, i888a> 
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2) che U punto P sia fondamentale per la trasformazioae ado 
perata ('), 

3) che i punti scmplici dl C, corrispondcnti al punto P di C 
DOD siaoo punri foadameDtali del piano trasformato, per la trasfor^ 

■ mazione. 

P Indichercmo con n I'ordine della curva C, con T, la trasfor- 
mazione Cremoniana impiegara, con *, la curva fondamentale (sera- 
plice o composta) cornspondente ncl piano trasformato n, al puuto 
P di It, con P", , P',', . . . , P{'^ C* ^ i punti di C, corrispon- 
deaii al punto P ii C, e con (P,) il gruppo costituito da tali punti. 
Supposto che nel punro Pj'' (r^ I, 2, ; . . , s) di tal gruppo 
le curve C, , *, abbJano riunite \ intcrsezioni, diremo (per sem- 
plicit^ di linguaggio) clie il punto P*'' i (}.,)-valenle nel gruppo (P,). 

^L 30. Consideriamo un punto gencrlco Q del piano tt c conside- 
^Himo il fascio di rette di centre Q. Ad esso corrisponded nel 
*j)iano It, un fascio di curve (y,), il quale seca la C, se;ondo una 
serie liiieare gl (n° 28), In particolare, alia retta QP corrisponde 
una curva del fascio (^J della quale fa parte la cur\'a fondamentale *, ; 
ed il gruppo dL-lla serie gl sec.Ho da tal curva composta su C, tia 
in ogni punto (X()-valcnte dSl s^Tpo (P.) "" punto (\)-plo, e con- 

tttcnc inoltrc solo un gruppo (ij) di altri n — r punti, corrispondenti 
Mli n — r punti in cui la rctta P Q incontra, oltre a P, la curva C. 
5i ha, come prima conseguenza, '^\=:r. Se consideriamo nel 

piano It una rctta uscentc da Q che s'avvicini indefinitamente atla 
QP, essa secheri la curva C in h punti, r del quali tendono a P 
sugli r rami uscenti da P. II gruppo di puntt che corrispondono su 
C, a tali n punti & evidentemcnte costituito da n — r punti ten- 
denti ai punti del gruppo (a) e da altri r punti che tendono ai 
punti del gnippo (P,), c precisamente (per la continuity) avrcmo 
che ad un punto P*'' (>,}-valL'n[e di esso (n" 29) s'avvicineranno \ 
■idi tail punti. Consegucniemcnte, ai punti di C, vicinissimi a P*'' 
ispondcranno punti vicinissimi a P su \ rami. Viceversa, se sol- 



Q Ci6 non sarebbe necessario se fosse r 
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tadto ai punti vicini a P appartenenti a \ rami della curva data C 
corrispondono punti vicini a P['^ (*), il punto P^^ i un puato 
(\)-valentc del gruppo P,. 

Operiamo un'altra trasformazione Cremoniana T^ del piano tc 
in un piano tc^. Sia C^ la curva di t?^ corrispondente a C. Suppor- 
remo.che la T^ soddisfi anch'essa alle condizioni i)i 2) e 3) del 
n° 29. Indichiarao con (PJ il gruppo dei punti di C, corrisponJenti 
^ punto P di C. In virti!i delle trasformazioni T^ e T, abbiamo 
una corrispondenza univoca fra i piani :r, e ^r^ , tale che alia cunra 
C| di ic, cofrisponde in ts^ la curva C^. £ chiaro, in virtji delle 
fKservazioni prccedenti, che ad ogni punto del gruppo (P,) di C^ 
corrbponde un punto del gruppo (P^) di C. in guisa che ad un 
punto (>,.)-valente di (P,) corrisponde un punto (\)-valente di (PJ. 
Quest'osservazione giustifica pienamente le seguente definizione : 

Dicesi etch d'ordine "k, avcnte Vcrigint in P, il complesso dei 
rami di C, uscenli da P, ai quali corrisponda un ramo di C, usccnte 
da un punto (XyvahnU del gruppo (P,) (n° 29) (**). 

31. Se, tenenJo le notazioni dei n* 29 e 30, supponiamo data 
sulla curva C una serie lineare ^J, e denot'amo con PJ, P^ i punti 
origini dei rami semplici corrispondenti nelle curve C, e C, ad uno 
stes5o ciclo di C avente Torigine in P, alia serie lineare gl su C 
corrispondono su C, e C, due serie lincari g'^y g'^^ (n° 28). E se la 
serie g^ ha in Pj la singolariti [t^, (t, , . . . , (xj (n** 28) anche la 
g"^ avri in P[ la stessa singolariti, e viceversa; e ci6 pcrchi (n** 2S), 
indicando con T, e T^ le trasformazioni che ci conducono da C a 

(•) Nel scnso che tra g!i r punti di una retta mobile, che tendi versio una 
retta generica usccnte da i', trovantisi sulla curva data e tendenti vefso P, ve 
ne siano sempre \ cui corrispondano su C, punti tendenti verso P^^\ 

(••) In un*a*tra inemoria di prossima pubblicazione far6 vedere coiAe la pre- 
cedente definizione sintetica di ciclo possa servire di base ad una trattazione sin- 
tctica delle singolariti delle curve a'gebriche. Essa si fonda, come s'fe visto, es- 
senzia'mente sul teorenia di Noether sulla risoluzione delle singolariti. Una 
di'fmizionc analoga fu glk data dal sig. Del P e z z o, servendosi dl cufve iptt" 
spaziali di cui la data sia projezione, nella Nota: Inlorno ai punti singolari d$lh 
curve al^ehriche (Rend, della R, Ace dl Napoli, 189J). 
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I C, c C,, si passa da C, a C, mediante la trasformazionc 7^' T,. 

[ pondc noi diremo, in tal caso, chc la serie Hntare g^ su C ha sal 

I ticio data la stngolartlh [og, v, , . . . , <ti\. Si ricava dalla predetta 

I de&itizioDe che : 

St sopra una curva C si ha una serit lintare g\ dotata in un 

' eiclo dt C deIJa sitigolarila [t„ , <?, , . . . , i^, allora passando per 
me^^o di una tratforma^iont Crnnoniana del piano di C, a.l una 
curva C, , la serie Uneare g'* corrirpjadente alia data, ha, sul cich 
corrispondenle al data, la stngolarita [»„ , a, , . . . , ffj] (*). 

I , Adesso, qaando noi parleremo di pitnio dclla curva in relazione 

' ad una serie lineare sulla curva, iucendcrcmo consiili;rare quel punto 
come origine d'un ben dcteniiinato ciclo, sicch^ p;;r noi un punto 
origins di pii cicli sari non ttn puntn, nia un insieme Ji punll di- 

. versi, ed invcce di dire clio una serie In in un ciclo la singohriti 

k {*o» 'i 1 • • • > "J diremo clie lia tale singolariti nel punto originc 

] del dclo. 

J2. Data una curva C e su di essa una serie Itneare ^*, ogni 
L punto di C origine di un ciclo sul quale la gl abbii la singolaritii 
|,[o, J, . . . , k — I, k + i], dices! punlo (k + t)-p}o della serie. 
Da quinto precedcntemente s'i dctto nsulta die, opcrando una 
' trasformazione Crcmoniana del piano detia curva C, alia serie li- 
neare gl su C corrispoide, sulla curva trasformata, una serie gl* i 
cui pu:iii (k + i)-pli sono I corrispondenii dei puoti (k + i)-pli 
della gl. Sicchi ; 

per rieereare i punti (i+i)-^.'i di una serie lintare gj sopra una 

curva qualun.]ue C, possiamj con una Iratfariiiaii ne Crtmjniana del 

I piano di C ridurci ad una curva C dotata di sjU punti multipH or- 

f dinari t tali che in essi e sut divcrsi rami uscenli da essi la serit 

Irasformala ahbia punti ordinari (n' 28), ( cercare in tal curva i 

punti {k+iypli della serie Hntare Irasforinata. 

3j, Sia quindi C una curva piana d'ordine ft e genere p do- 



(*) Quesu praprieti, toni'i m 

delle Erasforinjiioai biraiion^li delli 

Snd. Cire. iial4m., t. XI, pane 1 



3, sussiste pi£i gentralraenic per il gruppo 

curvi C. 

— SumpalQ il 18 diccmbre 1896. ) 



l8 If. DE FRAN cms. 

lata di sole singolariti^ ordinarie, e sia [r]^ uq sistema liDeare oo^ di 
curve d'ordine m noa coiitenente C (n® 28, nota I*). Sia g\^ la 
serie Hncare secata su C da [F]*, e supponiamo che g\^ non abbia 
singolarit^ oei rami uscenti dai punti multipli di C Supponiamo 
inoltre, per maggior generaliti, che la serie g\^ risulti di mn — v 
punti base distiiili o coincidenti e di una serie residuale ^. 

Associando alia curva C una curva O dello stesso ordine, non 
aventc punti multipli cha siano anche punti di C» e che sechi la 
C in punti semplici di C, che non siano singolari per la serie g\^^ 
si ha un fascio di curve (C) d'crdine n individuato dalle curve C 
e C^, e quindi una curva Q^p luogo dei punti di contatto d'ordine 
k delle curve del fascio (Q con quelle del sistema [r]* (Memo- 

ria I. S 3) C). 

/ punti d* inter scT^ione della curva Q^ con C fuori degli n* punti 
hast del fascio (C) e fuori dei punti multipli di C, sono i punti 
(Jk + iypli della serie g\^ secata su C dal sistema [r]*. 

St poi dalla serie g\^ si vogliono togliere mn — v punti base, e 
consider are i punti (k + iypU della serie g\ residuale, hisogna esclu- 
dere ancora le inter se^ioni delle curve O^p , C riunite in tali mn — v 
punti. 

34. Da quanto s'i detto nei n* 32 e 33 e dal Teorema XVI 
della Mem. I, si ha la seguente proposizione : 

Data su una curva C una serie lineare di gruppi di punti ^J 

(* > 2). 

O Net la Mem. I abbiamo semprc supposto che il fascio (C)^(C, C) non 
abbia a^cuna curva in comunc co! sistema [F]* (n° 22, nota). Qui tale esclusionc 
non h neccssaria, percht, se esistesse una curva C, del fascio (C) decomposta in 
due curve C (la quale potrcbbe anche non esistere), K, e quest'ultima facesse 
anche parte di curve del sistema [F]*, allora della curva nj.p, data dalla co- 
struzione accennata, nel Teor. XVI della Mem. I, farcbbe parte la curva K 
(Mem. I, 5 I, n° 8; e questa. pit oltre al n° ^o), ma ci6 non alterercbbe in nulla 
i nostri presenti ragionamenti, perchi le curve C, C, sono diverse, Del resto si 
potrebbe evitare tal fatto costruendo il fascio (C) in aUro modo (p. es., consi* 
dcrando la curva composta C* risultante delle due curve semplici C ed L, e sce- 
gliendo L opportunamente, in modo che esista un fascio (C) contencnte la cury4 
composta C* e non avcnte curve in comune con [F]*). 
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. indicando con G, , G, , . . . , G^ , G^^, * + i ^rtt/>/>i /iw^Jf- 
nunie indipendenti della scrie g\ , 

con H,(G,, G,, ..., G,, G,^,) il gruppo dci punti (k + iypli 
dilla serie ^J = [G, , G, , . . . , G^ , G^+J (n° 28), 

con Gl un gruppo arbilrario della serie linearc 00* [G|, G^^,]; 

quanJo il gruppo Gl descrive la serie 00' [G*, G^^J, i7 gruppo 
ffk^ilo, , G, , . . . , G^^, , G;) rfei />M«/i (A>-^// iW/fl serie linear e 
00*"' [G,, G, , ..., G^., , GJ] descrive una serie linear e 00' che in- 
dicberemo con y', 

i7 gruppo dei punti doppi della serie y' ^^ scinde in due grnppi : 
I* una i il gruppo H^_^(G,, G,, . . . , G^.,, G^.,), /'tf/zra i i7 
^rii/>/>o HiiCG, , G,, ... , Gi, G^^.,). 

Cidvaleancoraperk=2,purchiconveniamodiporre HJ[^G^]^G^ (*). 



35. L* ultima proposizione accennata ci permette di rlcondurre 
Ic question! relative ai punti {k + i)-pli di una g\ a question! aria- 
loghe relative ai punti doppi di una g\. Noi perci6 cominceremo 
dal ricercare i punti doppi di una g\ sopra una curva C del ge- 
ncre p. 

Per tale riccrca h utile la considerazione d'un caso particolare. 
Se C 4 una~ curva d*ordinc \k ed ha un punto ([a — i)-plo ordi- 
nario B (**), proiettando 1 punti della curva C dal punto B sopra 
una retta R non passante per B^ si ottiene una rappresentazione 
univoca di C sulla retta 1?. E col mezzo di tale rappresentazione ft 
facile vedere che, data su C una g\y essa ha 2(v — i) punti doppi, 
c che, se la g\ ha in un punto la singolariti [(x^, <yi] (n* 28 e 31), 



O Questo teorema si pu6 anche ricavare partendo dalla rappresentazione 
iperspaziale della serie g^', ripetendolo appunto sulla curva iperspaziale imma- 

gine della serie ^, si ha la proposizione di cui si giova il sig. S eg re (/or. cit.^ 

S II, n° 42) nella ricerca dei punti (t + i)-pli della serie. 

(^) Abbiamo sce!to in modo particolarissimo la curva C: per gli ulteriori 
ragionamenti non sarebbe ncccssario che il punto B fosse multiplo ordinarioj e 
le conclusioni a cui perverrcmo potrebbero subito riferirsi a qualunque curva 
razionale; noi ci siamo attenuti a questo caso per la massima semplicit^ che esse 
offre, e perch^ di esso soltanto faremo uso nelle ulteriori ricerche. 



tale singolariti abbassa di ^o + ^i — ^ uniti tl numcro dei 2(t — i) 
punti doppi della gl (•). 

Similmente provasi chc, date su C due serie lineari ^, , ^, 
proieitive (cio4 secatc da fasci proiettivi), .esistono J, + s^ pand chc 
appartengono a gruppi corrispondenti delle due serie; sepoile serie 
^''i » ^Jj hanno in un punto (n^ 28 e 31) un punto base rispcttiva- 
inent;: del grado c^, % e contengono due gruppi corrispondenti do- 
t.ui ivi d*un punto rispcttivamente (^^D^plo, («r)"P^^> allora in tal 
punto coinciJono (t'^ + ^0 + ^ dei punti comuni alle due serie, ove 
e 6 il pii piccolo dei numeri d^ — a'^ , ^7 — ^o (**)• 

36. Prcmcsse tali considerazioni, supponiamo d'avere una curva 
C, irreduttibile, deU'ordine n e del genere py e sia (T) un fascio 
di curvj d'orJinc m, il quale scchi la C secondo una serie lineare 
sin' Siano T, , T, due curve di (r) c G, , G, i gruppi da esse de- 
tcrminaii su C. Associamo alia curva C una curva O dello stesso 
orJine che sechi la C in n* punti semplici, che non siano singolari 
V^^ 1^ dmm' Ci6 posto, consideriamo il fascio di curve (C)^(^C, O)^ 
e costruiamo la curva Qq^ luogo dei punti di contatto delle curve 
di (C) con quelle di (F) (Mem. I, § i). 

Supponiamo chc P sia un punto (r)-plo ordinario (r^ i) di C 
e che la serie g^^ abbia ivi su un ramo R una singolariti [o^^ a,] 
(n** 28). Quante intersezioni ha riunite in P, in tal caso, la curva 
U^P col ramo R} 

Sia G, il gruppo dottto in P sul ramo if d'un punto (^,}-plo. 
Sia inoltre \ il numero di rami coi quali passa per P la curva'ge- 
ncrica di (F) e p^ il numero di punti infinitamente vicini a P che 
essa ha inoltre in comune col ramo R. Sia similmente X, il numero 



(*) Vedi Cremona: Preliminari di una Uoria geomitrica d$IU supirficiif 
n° 7$ (Mem. della R. Ace delle Scienze di Bologna, t. VI e VII; 1866 e 1867)^ 
B a 1 1 a g 1 i n i : Sulle forme binarie di grado qtialunquit n^ 5 (Atti Ace Napoli, 
t. Ill, 1867); Gucci a: Due proposiiioni relative alle involuiioni di specie qu^^ 
lunque dotate di singolariti ordinarie (Questi Rend., t. VII, 1893) e Sulle imvoiu^ 
lioni di specie qualunque dotate di singolariti^ ordinarie (Ibid., t. VIII, 18^). 

(**) Cremona: Introdui. ad una teoria geam. etc etc^ n^ 34. 
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£ rami coi qtiali passa per P la curva T, , e p, il numero di punti 
hfihitamente vicini a P che essa ha inoltrc in comune col raino R. 
Eviilentementc X^ + p„ = i^ e X, + p, ^ o,. 

Cosiruiamo una curva irredutiibile, K^ , d'ordine |* sufficiente- 
incDte grandc, in modo che essa sia dotata d'un punto ((* — l)-plo 
fiiori di P, che passi per P, e che abbia ivi riunile x -)- i interse- 
zioni col ramo R, ove « |> po + p,. ConsiJeriamo inJi due altre 
curve K, , K, JtiU'ordine (*, di cul la prima non pass! p;r P, e 
I'altra vi passt semplicemento, setiza toccarvi la Ry 

Le curve K,, K^, K^ determinano una rete [K\^[K^, K^, JfJ, 
RamiDcmiamo (Mem. I, § 2, n" 10) che, se con K[ denoiiamo la 
curva generica del fascio (^, , ifj), le curve OfcKE r-) > ^(rKcK-)* 
luoghi dei punti ove Ic curve di;I fascio (K, , K',) lianno rispettlva- 
mente uo contatto con curve del fasci (C), (F), generano due fasci 
proiettivi (li(c)(K ko). C^tnot ic'))j quanJo K[ descrive il fascio {K„ if,); 
e che il luogo 2 del punti comuni allc curve corrispondenti di questi 
fasci si scindc nelle curve K^ , 0,^^ ed /, ove / 4 la curva Jaco- 
biana dclla rete [K]. Siccomj if, eJ / non passano per P, per con- 
tare Ic intersezioni riunite in P della curva U^p coUa curva if, , 
posstamo contarc Ic intersezioni ivi riunite dclla curva 1 coUa Ky 
Per contare tali intersezioni, osservianio che i fasci (Ii(cXii k'))> 
C^rK«K->) secano suUa K, due serie lincari proiettive g',,, g,', (•), 
i cui punti comuni sono 1 punt! d'iniersezione di S con Ky Quiadi 
le intersezioni riunite in P della curva K^ colla curva £ (o colla 
curva U^p) si possono contare, contando il numero dei punti comuni 
a gruppi corrispondenti dclle serie Uneari proiettive g',^ , g',, , coin- 
cidenti in P. 

Vediamo adunque come si comportino nel punto P le due serie 
lineari proiettive g',, , g',, secate su K^ dai fasci (liJc)(K ko). C^irXK k-O- 
Xa curva generica del fascio (QJcKk go) passa per P con r — i rami, 
nessuno dei quali 6 ivi tangcnte alia curva A', (Mem. I, Teor. II*), 
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Quindi la serie g]^ ha in P un punto base (r — i)-plo. Ma la curva 
<l((^)(jf g ) del fascio (Q<c)Cr r*)) ^^^ ^^ ^5 secondo un gnippo aveate 

in P un punto multiplo di grado maggiore di r — i. Difatti il nu- 
mero d'interseziont riunite in P delle curve filcXjr K)f^s ^V^^^^^ 

al numero dei punti doppi, coincidenti in P, della serie lineare gl^ , 
secondo cui la curva K^ i secau dalle curve del fascio (Q. Ora 
la ^1^ ha in P un punto di singolariti [0, r + a] (n** 28), e perci6 
(n** 35) r + a — I dei punti doppi della gl^ coincidono in P; laonde 
le curve 0(c)ar k)9 ^i hanno riunite nel punto P r + a — i inter- 

sezioni; in altri termini, la serie g]^ contiene un gruppo gf^ dotato 
in P d'un punto (r + ol — i)-plo. 

Similmente la curva generica del fascio (QtrKjr r)) passa, in 

genet ale, per P (Mem. I; Teor. II* se \>X^, Teor. V se X,=\,) 
con \» + ^1 — I rami, essa dunque ha riunite in tal punto con K^ 
X^, + X, -f- T — I intersezioni (t^o); in altri termini la g]^ ha in P 
un punto base (X^ + X, + t — i)-plo. Per cercare il numero d'inter- 
sezioni che la curva K. ha riunite in P colla curva ll(r)(jr jt )» ^f~ 

rispondente nella proiettivitii alia Q(cXjr k ) 9 osserviamo che le curve 

del fascio (F) secano sulla K^ una serie Imeare g^^ , la quale ha in 
P una singolariti [X, + p^ , X, + p J (n« 28) (♦)• E quindi (n^ 35) 
^o + Po + \ + Pi — I dc* punti doppi della serie ^J^ coincidono 
in P; in altri termini, le curve Qir)(jc jt* ) > K. hanno riunite in P 

^o + Po + ^, + P, — I intersezioni. 

Riepilogando, le due serie lineari proiettive g\ , g\ su K^ hanno 
in P due punti base rispettivamente dei gradi r — i, X^, + X, + t — i, 
e contengono due gruppi corrispondenti g?, , g% pei quali P ft punto 
rispettivamente (r — i+a)-plo, [(Xo+X,+t— i) + (p^+p,— T)]-plo; 



(*) La curva generica del fascio (F) ha un punto (Xo)-plo in P, ma ha 
inoltrc ivi un contatto d'ordine po con K^ ; perch^ ha ivi tal contatto col ratno 
R d\ Cf Q la curva K^ passa sempliccmente per P toccando R^ secondo un con- 
tatto d*ordine Qc>>po4~Pi (^ quindi >'Po)* Lo stesso dicasi per il contatto in 
P delle curve F, e iiT, . 
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C (*)« qaindi il Dumero dei pund doppi della serie ^ t : 

i = 11(2 n + 2m — 3) — «* — lr(r — i), 

essendo la Zr(r — i) estesa a tmti i pund muldpli di C. lotroJu- 

cendo il genere p = ^^ ^-^ ^ dcua carva C, 

si ha; 

Se la serie ;^ ha in un punto P di C la singolariti [o*^^ 9,], 
in esso le curve Q^ , C hanno, per la proposizione del n** prece- 
deute (per r = i), in tal punto <yo + ^i — ^ intersezioni, ossia in 
tal punto coinci Jono <yo + ^1 — ' dei pund doppi della f|[^ Siccht, 
se noi volessimo considerare la ^^ che s'ottiene dalla ;^ escludendo 
da ogni gruppo il punto P contato 9^ volte (v^ j^ <rj, dovremmo 
dire che la serie ^J (v = jw 11 — a^) ha : 

X = 2 (v + /) - i) 

pund doppi, ma che nella singolariti [X^, XJ che essa ha in P 
(ove \z=.f5^ — (T^ , X, = (T, — d^) coincidono X,, + X, — i di tali 
punti doppi. 

Questa propriety sussiste, per il modo col quale h stata tro- 
vata, qualunque sia il numcro delle singolariti della ^^i a pet; la 
proposizione del n° 32, vale qualunque sia la curva C. Generalis-- 
zandola dunque in base alle proposizioni ed alle definizioni prece- 
denti (n* 28, 31, 32) si ha la proposizione: 

Data su una curva irredullibih C di genere p una serit Unean 
di gruppi di punti g\ , essa ammette 2(y + p — i) punti doppi; u 
in un ciclo di C la serie g\ ha la singolarita [a^ , a,] (n** 31), in 
tal ciclo cadono <yo + ^1 — i ^^' punti doppi della serie. 

(*) Pcrch6 altrimenti la curva del fasdo (F) passante per un tal punto 
sarebbe ivi tangente a C (Mem. I, Teor. V) e la serie lineare g^ avrcbbc perci6 

la singolaritd [o, 2] in quel punto, ci6 che ooi abbiatno escluso (n^ }6). 
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38. Sia data una curva irredutiibile C del genere p, e su di 
cssa una seric lineare ^J. Indichercmo con G, , G^ , . . . , G^ , G^^^., 
t -f I gruppi lincarmente indipendenti di essa. Indicheremo iuoltre 
con N^ il numero dei punti del gruppo Hy{G^y G, , ..., Gj, G^,), 
cioft il numero dei punti (/; + i)'Pli della serie lineare 00* indivi- 
duata dai gruppi G, , G^, ... , Gj, G^, ('-^ = 0, i, . . . , k). Sap- 
piamo (n** 34) che, per tutti i valori di A da 2 a ^, se GJ i un 
gruppo arbitrario della serie lineare 00* [G*, Gj^^,], il gruppo degli 
N^, punti (bypVi della serie lineare oo*~' [G, , G, , . . . , Gj^, , G^] 
descrive una serie lineare g\f , quando G^ descrive la serie 

[Gj, G^,], e che il gruppo dei 2 (N^_, +^— i) punti doppi (n*" 37) 
della serie ^^ si scinde negli N^, punti (A + i)-pli della serie 00* 

[G, , G,, ..., Gj, G;^^,] e negli Nj^^ punti (A — i)-pli della serie 
00*-* [G, , G, , . . . , Gj., , G^,]. Si ha quindij 

Da questa ricavasi facilmente 

Supponiamo che la serie gl abbia in un ciclo dato di C (n^ 30) 
la singolariti [a^^ <x, , ..., <jJ (n** 31). Prenderemo 1 gruppi 
G, » ^1 » • • • > G* I G*+i della serie ^J in modo tale che il gruppo 
Gy (/ = I, 2, . . . , Jir + i) abbia sul ciclo dato un punto (<ry_,)-plo. 
Allora, presi gli h gruppi G,, G,, ... , G^^,, G^ (h = o, i, ...,^) 
cd associando ad essi il gruppo Gj^, ip<^i ^h — A + i), gli /; + i 
gruppi cosi ottenuti individueranno una serie lineare 00*: noi indi- 
cheremo con aj^' il numero dei punti {h + i)-pli di tal serie coin- 
cident! nel ciclo dato. Rifacendo i ragionamenti precedenti e tenendo 
le stesse notazioni, si vede che la serie g]^ ha sul ciclo dato la 

singolariti [aj., , ajl'j e che perci6 (n** 37) aj., + a*^\ — i dei 
punti doppi della serie g\f coincidono sul ciclo dato. Si ha quindi 

la relazione : 

(I) aj*' + ajlj = «*.. H- ajr. ~ I (^=^> h - . *; ^[=\ ? ^\=\-^^-^)' 
Rfttd. Ore. Matem,^ i. XI, parte iV— Statnpato il i3 dicembre 1896. 4 
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Analogameote a questa : 



.Hi 



Mt 



e coUa sottrazione: 



(*>2) 



Mt 



'b~t 



Cosi coQtinuando, arriverebbesi airuguagliaoza : 






- a*^ = fltj-" - «i. 



Ora, per Ic nostre convenztoni, «^ = ^* , «J = ^^, » quindi 



HI 



= «L. + <'* — <'*-. 



M cosi la (i) divime : 



Ml 



— «^, = a^, — «^ + ^'i — <^*-, — I 



Da qiicsta per 2 ^/ ^ Jt, 



donJc, csscndo a^ = <'o ^^ *! = ^o + <^i — I C'^* 37)> 



la quale vale anche per / = i. 
Pcrci6 






*(* + 



cd, csscndo a^ = d^ , 






Jt(*+ I) 



Tale fc quiiidi il numcro di punti {k + i)-pli J^Ha serie fj coiaci- 
denti nel cicio dato. 

Ricpilogandc), si hanno i due teoremi : 

a) (Teorema di de Jonquiires-Brill). Data sii una curvq 
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irteduUibile C del genere p una serie lineare ^, essa possiede 

(* + i)(v + it^ - A) ptititi (k + lypii n. 

b) (Teorema di S e g r e). Data su una curva C del gcnerc p una 
strie lineare g\ dot at a in un ciclo di C delta singolarith [<yo> <y,> ...i ^J 

(q* 31), in tal ciclo cadono 2[<^j ^ ^^ dei punti (k + iypli 

iaU sifii (^). 

9pezz€MnenH delta curva Q^p relativa ad un fascia di 

curve (C) e ad un sistema liiieare 00* di curve [r]*. 

lAwgo dei punti sestatici d^un fasdo di carve piane 

d^ordine «(> 2). laiogo dei ptmti ave le curve d^un 

. ',. ,. m(tn + 3) 
fascia d'ardine n hanna cantatH d'ardine — ^— 

can curve deHVardine m<^n (jn'^i). Due tearemi sui 
cantatti delle curve d^un fascia can quelle €Pun ' si- 
sterna lineare 00^ in un punta base del fascia* 8ui 
c4nUatH d^ardine massima delle curve d'un fascia can 
quelle d'un fascia a d'una rete. 

39. Sia C un fascio irreduttibile di curve deH'ordine n^ e [T]^ 

(•) Questo teorema, il quale e un caso particolare di un tcorenia del d e 

onquiires nel Mimoire sur Us contacts multiples d*ordr€ queJconque des courbes 

d€gri r qui satisfont <l des condition donnies^ avuuns courhefixi du degri f»f,etc. 

oumal fur die reine und angewandtc Mathematik, t. LXVI, 1866, pp. 289*321), 

\i dlmostrato dal Brill nelia memoria citata in principio di questo lavora 

ansi anche le dimostrazioni di Castelnuovo e di Segre nelle memorie 

itate. 

(**) Questo teorema, nel caso di ^ == o, fu dato dal Guccia nellaNota: 

u€ praposixioni relative alle involuxjoniy etc (Questi Rend. t. VII, 1893), ma gxk 

in dal 1891 cgli se ne era servito nei suoi corsi universitari. Nel caso della S9rie 

^anonica sopra una curva di gcncre qualunque venne dato dairHurwitz nella 

I^ieinoria: Veber algebraische Gebilde mil eindeutigen Transformationen in sich 

^Math. Ann. t XLI, 1892). Nella sua massima generalitii fu dato dal Segre 

1 S 43 della citata memoria. 
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un sistema Uneare oo* di curve deirordine m, nessuna curva dd 
quale abbia parti in cornunc con curve del fascio (C). 

La curva Q^r* luogo dci punti ove le curve del fascio (Q 
hanno contaito d'orJine k con curve del sistenu [r] , 4 (Mem. I, 

Tcor. XVII) d-U'ordine (Jfe + |) (^ ^ ~ 3)^ + 2m Supposto che 

csista una curva L deH'ordine (i, luogo d*un punto di ^ngoUrid 
[t^, <t, , . . . , ^i^ per la serie lineare ^^ secaia dalle curve di[rj 
sulla curva del fascio (Q passante ivi (n** 28), /tf curva LyConts^ 

r:^ + 'j^ + ... + G, — ^^^ + '^ volte (n*» 38), fara parte di ftj^r 

mi 

40. Sia (C) un fascio irreduttibile di curve deirordine nt\^ 
un altro fascio di curve dcU'ordine m^ tale che non si riduca 
fascio (C) c ad una curva fissa. Supposto che una certa curva 
contata / volte, (accia parte di una curva di (C) (/ > o), coDta 
\ volte, faccia parte di cuttc le curve di (F), e contata \ volt 
faccia parte di una curva di (F) (0 ^ \, ^ >,), vogliamo 
quante vclte la curva L dovri contarsi come parte della curva llj;r 
relativa ai due fasci dati (Mem. I, Tcor. I). A tal uopo, baster 
osservare che ogni punto di L sari (Mem. I: Teor. IV, per r=o, 
r' z=z ly P = ^o > P' = ^i » se >, > >o> ovvero Teor, II, per r = 0, 
r' = ly p = >o > P' = ^1 + I sc X, = W in gererale, un punto 
C+^o+^i — i)-plo per Hqv Quindi la curva L, contata /+>o+\ — ^ 
volte, fa parte di Uj;r (*). 

Sia ora (C) un fascio di curve, irreduttibile, deirordine if, e 
[FJ* un sistema lineare di curve dell'ordine m. Supporremo soltanto 
che non esista un fascio di curve, nel sistema [F]*, il quale si 
scinda nel fascio (C) ed in una curva residuale (semplicc o com- 
posta od anche non esistente nel caso di « = m). 

Sia L una curva per la quale supporremo : 

I** che faccia parte, contata / volte (/> o), di una curva del 
fascio (C); 

2° che, contata \ volte, appartenga alia curva generica del sistema 

O Per Xo = o cfr. la Mem. I, n^ 8. 



1 



'1 

i 
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[r]*, e che, per tutti i valori di i da o a i — i faccia parte, con- 
tata Ij^, volte, dcUa curva generica del sistema Hneare oo*"^' [r]*""'""' 
contenuto nel sistema oo*~' [Fj*"^, ove \ Z.\ ^\ Z- . . . ^\. 

Q6 posto> domandiamo : quante volte la curva L dovr^ con- 
tarsi come parte dcUa curva Q*'r> relativa al fascio (C) ed al si- 
stema [r]*» dau dalla costruzione accennata nella Mem. I : Teor. XVI^ 
per i > I e Teor. I, per i = i ? 

A tal uopo scegliamo it + i curve F, , T, , T^ , . . . , T^, T^^., , 
lincarmcnte indipendenti, nel sistema [FJ^ in modo tale che il si- 
stema 00*^ [F^, , r^, , . . . , r* , F^^,] (i = 0, I, . . . , *) sia ap- 
punto quel sistema contenente, come curva fissa da contarsi \ volte, 
la curva L. 

Prese le i curve F, , F, , ..., F^, associeremo ad esse la curva 
r,^(0j^i^Jfc; A^Jt — I + i), ed indichercmo con pj** il numero 
di volte secondo cui la curva L fa parte delta curva ^c)(rr ...rr ) 

I a"' % 't\h 

(Mem. I, Teor. XVI) relativa al fascio (C) ed al sistema lineare 
00 [Fj , r, , . . . , F, , Fj^jJ, 

Indichiamo con FJ la curva generica del fascio (F, , F^,). La 
curva Q(cXrr..r rO ('^2) descrive (Mem. I, Teor. XVI) un 

'oscio quando Y\ descrive il fascio (F,, F^,). Delia curva generica 
^i tal fascio, (Q(cXrr...r r*))> f^ parte, secondo le nostre convcn- 

^ioni, la curva L contata pj_, volte, ed esiste una curva (la 



S5<rr...r r )) contenuta nel fascio, di cui fa parte L, contata pjl\ 



• Quindi della curva luogo dei punti di contatto delle curve 
fascio (0(3xr r ^r ro) coi^ quelle del fascio (C) fa parte L, contata 

r quanto precedentementc abbiamo detto) / -l p|_j + pj+', — i volte; 
tal curva si scinde ncUe curve 12(c)(r r ..r r )> ^c)(r r ..r r ) 

I a i—a ^1 X a % iki 

em. I, Teor. XVI), e di queste fa parte la L contata, per le 
^onvcnzioni precedent!, pjlj, pf^' volte; si ha quindi la relazione : 

CO pr+p.T.'=pti;+pu + ^-i ('=^'5 »;pi=\-> 

CoUo stesso procedimento (per t ]> 2) si proverebbc : 

Ptil + p|:;'=p:ri + pt:: + /-i 
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dalle quail, sottracodo, 

e, cosi coDdnuaodo, f'aviebbe 
laoode 

G)a questa la (i) diviene: 

e da questa si ha facilmente : 



pr«=ix.+*(*±i)(/-i). 



Tale h quindi il numero di volte secondo cui L £i parte di O^t^ 

Kiepilogando : 

Teorbma XIX. — Dati ml piano un fascio di curve ( C) d*ar-^ 
dine n^ irreduttibiU, ed un sisUma Itneare oo^ di curve delVordine m, 
[r]*, tale che non conttnga fasci ridotti ntl fascio (C) ed in eveniuali 
curve fisse, 

se L e una certa curva la quale contata I volte (/}>o)/tf parU 
di una curva di (C), contata \ volte fa parte della curva generics 
del si sterna [Fj*, e, per tutti i valori di i da o a k — i, fa parte, 
contata X^, volte, della curva generica del sistema lineare oo*^"' [rj*"*^, 
contenuto nel sistema lineare oo^ [rj*"* {p^\^\^ ••• ^^i); 

allora della curva li* ^ , luogo dci punti di contatto d'ordine k 
delle curve di (C) con quelle di [Fj* (Mem. I, Teor. XVI) Ja parte 

la curva L contata ^\ + *i*±-l)(/ _ i) volte. 
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tSERVAZiONE. — II caso /^::o HOfi SI pu6 far rientrare nel pre- 
ejcnte, ma rienira nel caso contemplato oel n" 39 (non 6 pero da 
hedersi che si possa farlo rientrare ivi, io generale, sostiiucndo ivi 
le <r, le \). 



41. Dato un fascio di curve (C) d'ordine n(> i), irreduni- 
Ee, la curva 2, luogo dei flessi dellc curve del fascio, b (Mem. I, 
tor. VII, nota) dell'ordine 6n— 6, passa con 5(2r— i) rami (Mem, I, 
cor. XIV, nota) per un punro base (r)-pIo, a tangenti mobili, del 
(cio C^ C"^ quindi con 3 rami per ogni punto base semplice), e 
n J r + jr' — 4 rami (Mem. I, Tcor. X, per p, =0, p, ^ i) (*) 
IT un punto base (r)-plo del fascio (r ^ 0), ove passi una curva 
A. fascio con r'O r) rami. 

Se i! fascio (Q contiene una curva di cm facda parte una 
Irva L, irreduttibile, dell'ordine t, contata / volte, la curva L 
rJt parte di 2, e precis^mente dovrl conlarsi 3(/ — i) volte (n" 40, 
Er it ^ 2, \ ::=">>,■= "t.^ ^ 6) se V > I, dovri contarsi 3 ? — 2 
olte (d" 40, per k = 2, \^'k^^o, 1, = i) se v = i (cioi se 
, & una retta). 

Riepilogando : 

Teorema XX. — Dato nel piano un fascio di curve (Q, trredut- 
ibilej dell'ordine ti, 

se una curva di (C) si scinde in una curva L, irreduttibUe, del- 
'ordinc v, contata I volte, td in una curva residuale C, (semplice o 
lompoita) dell'ordine n — v /, 

della curva 2 (d'ordine 6n — 6), luogo dei flessi delle curve del 
lescio (Cj, fa parte L, contata 3(/ — i) o 3/ — 2 voltt, secondo che 
tjtf v> I o V =: [. 

42. Dato nel piano un fascio di curve, irredultibile, (C), del- 
L'ordine «(> 2), la curva luogo dei pun:i ove coniche, proprle o 
flcgencri, hanno un contatto sipunto colle curve di (C), t dell'or- 



Cfr. anche Guccia: Ric/rche sui siitimi liaiati di emvt algtbricbe 
pUne, dolatt di singolartli ordimrii, Mcnioria H (tjuesti Rend. I. IX, 1895), 
Tcor. XLVn, che netla Mem. I ho diracniicalo di ciiare. 
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dine 30» — 33 (Mem. I, Teor. XVII, per m = 2, * = s), cpassi 
con ij (2 r — i) rami (Mem. I, Tcor. XVIII, per i = 5, ff = o, 
a' = i) per un punto base ('')-plo, a tingenti mobili, del fasdo(C). 

Ma di cal curva fa pane evidcntemente la curva £» luogo id 
flessi del fascio, contata una volta (p!" 39). Resta una curva 5, li 
quale i luogo dei punti ove le curve di (C) hanno contatto sipaoto 
con coniche proprie, o3sia 4 il luogo dei punti sestalid (*) dcUc 
curve del fascio (C). 

La curva S 6 quindi deU'ordine 24 « — 27 c passa coa 
12 (2 r — i) rami per un punto base (r)-plo, a tangenti mobili, dd 
fascio. 

Sc il fascio (C) contiene una curva decomposta in una curv* 
L irreJuttibile deH'orJine v, contata / volte, ed in una rcsiJuaV^ 
curva C, (scmplice o composta) deU'ordine n — v/ (/ > o), M*^ 
curva composta 52 fari parte L, e dovrA contarsi 15 (/ — i) vcA^^v 
(n^o, per ^ = 5, \ = \ = \ = \z=\=\=o), se v>2; do^ 
comarsi 13 / — 14 vohc (n°40, per ib=5, X^=Xj=:X, = Xj=>^: 
Xj izz i), se V zz: 2; dovri finalmente contacsi 15 / — ii volte (n 
perA=z5, X^ = >, = >, = 0, \ = \=zi, X^ = 2), sc v = 
quindi la curva L fari parte di 5, e dovri contarsi (Teor. 
i2(/ — i), 12 / — II, 12 / — 9 volte secondo che v^- 2, v = 

V = I. 

Ricpilogando : 

Tlorem\ XXI. — Dato nel piano un fascio di curve (C) d^or 




(•) Socondo la denominizionc del C a y 1 c y i! qua'c detcrmin6 i! loro numcro 
in una curva a'gcbrica d'ordino n dolata di so'i punti doppi (Phil. Trans., 1865 
e Coniptcs Ken Jus, i S6j;. La dcterniinazionc del numero dei punti sestatici in 
curve dotate di sin^o'ariti qua'unque fu fatta dairilalphen nelia M-moria: 
Siir le contact dis conrhes l>lunes avcc Us coniiues et Us courhes^ du J^* degri 
(Bu!!. de 'a Soc. Math, d: France, 187$, t. IV). Tal numero pu6 del resto, con 
senip'icitA, trovarsi mcdimte i due teoremi di d c J o n q u i fc r c s-B r i 1 I e di 
Segre espo>ti nj! n" 3S (vedi S e g r e, loc. cit., n° 45). L'abbassamcnto cho 
su! numero dei punti sestatici di una curva gcncrale delPordine n producono 
punti doppi o cuspidi ordinarie della curva si pu6 per6 trovare con osservazioni 
mo' to pill semplici : vedi G c r b a I d i : Sui punti sestatici delU curve algebricbe 
piane (questi Rendicont', t. IV, 18^0). 
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fdine «(^2), irrtduitibUe, lacurva S, luogo dei pnnti sestatiei delle 
tmttt \dit fascio, i diU'&rdine 2^m — 27, e passa con '12 (2 r — i) 
rami per ogni punto bast {ryplo, a tangenti tnobili, delfascio ('Q (•). 
Se il fascia (C) contient una curva decomposta in una curva C^ 
iill'0rdintm — v/ (semplice o composta), ^ed in una -curva L, irre-- 
iuiiibile, dilVordine v, cantata I ivalte (/>o), la curva L farb parte 
it Sy e davrh contarsi 12/ — 12, 12/ — 11, 12/ — 9 valte, secando 

43. Pi& in generale, dato nel piano un fascio irreduttibile di 
cunty {m,*dtlVoTiine nl^^ j), ki curva 5^, luogo dd punti ove 

le curve del fascio hanno contatto ^^ ^-^ ^ -punto con 

curve deirordine w (2 < ^ <C **)> irreduttibili p no, h dell'ordine 
m(m + i)(m + 2>(2nm.f6>«-5^-5) JTeor. XVII, per 



m 



a J* 



Contrariamente a ci6 che avviene per la curva luogo dei con- 

*Catti sipuoti delle curve di (C) colle conichc proprie o degeneri del 

j>iano, per qualunque vdlare di [a « iw), la curva S^ , luoga dei punti 

Cu» "4" I ^ C\^ "4" 2^ 
M contatto ^^ — ^-^ '—punta delle curve di (C) can curve deU 

rordinef{fL, ;non .fa parfe di S^ (m >• 2). 

Bastcrli infatti dimostrare (n° 39) che un punto ove una curva 

C del fascio (C) ha contatto ^t^ + ^)(t^ + ^^ .punto 



con una curva 
.2 



deirordine pi, non i, in generale, punto ^^ — ^ — ^ — ^ — ^-plo della 

serielinearey.d'ordine m» e dimensione — ^ ^, secata su C 

da uitte le xurve dell'ordine m. 



(*) Per mezzo del Tcor. XVI del I a Mem. I, si potrebbe ^gevolmente ricavare 
qaal sia la moltipiicitii delta curva composta SI (e quindi di S) in un punto 
base (r)-plo del fascio, ove passi una curva del fascio cop r'(>.r) VMOU 
fyud. Qire. Mcftem^t ^ ^It parte i%— Stampato il 19 diceiqbre 1896. j 
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E perci6 saii suf&c*ente dimostnre che, essendo o <[&<« 
(con (A eJ m interi), cJ / un intcro positivo tale cbc /f&^M, per 
M }> 2, si ha sempre : 

(,) f (f^ + 'Xt^ + 2) ^ (lit — /pXiit — /tt+ 3)^ (^+iX«+3) m 

Difatti, osscrviamo che, se a e v sono due numeri poddvitali 
che a 4- V rrw, 6 



(m+ i)(m + 2) _ (fT + i)(c + 2) v(v + 3) ^^ 

2 2 "^ 2 "^ ' 



c perci6 



(w + i)(w + 2) 



(c+i)(9 + 2) J v(v + 3) 



il segno d*uguagHanza sussistendo solo nei casi di 9 = o ow 

> = 0. 

Quindi 

W 2 '^ 2 — 2 ' 

c Tuguaglianza potri sussisterc solo sc fn=i]^ (perchi /(*> q 
Ma, sc /(A = w, essendo o<[pi<^m, sari /> i, e poichi «> 
sari |x/ > 2, pi*/ > 2. Intanto : 



(3) 



(/f^+l)(/t^ + 2) _ /(tX + ( tX + 2) ^ JL(/ _ X) (/ p,« _ 2), 



(u,4-i)(ijl4-2) 
O Se P fc un punto ove una curva C del fascio ha contatto - ' ^ ' ^punto 

con una curva L dell'ordine ^ la curva composta di L, contata / volte, e 

dclla curva K^ deii*ordinc m — (jl /, avente il massimo contatto I in generale 

<:!!=fc>L«=^!i±}l.p„nto] con C in f . ha Ivi Hy-^iYy^ ^(n,-lv:^(i^^-\.^) 
Intersezioni riunlte con C. 
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sicchi, quando (& / = m, sar^ certamente 



e quindi per la (2) (che in tal caso h un'uguaglianza), sar^ 

^(l^ + 0(1^ + . (m-J^m -IV. + 3) ^ (m+iXfn + 2) 
- + -- <:^ -- . 

Ci resta adunque a dimostiare la (i) quando /(a <^ m. AUora 
la (2) deve scriversi ; 

^20 (^P^ + 'XV + 2) , 0^/ - h^Xm - / fx + 3) ^Q n + i%m + 2) ^ 

222 

La (1) si vcrifica subito quando /(ji=i (/=i, |jl = i); quando 
poi /pt^2, anche /ft* ^2, quindi per la (3) 

QV- + i)(/|it + 2) ^ /(t^ + i)([x + 2) 



e da qucsta c dalla (a") si ricava la (i). 

La curva 5^ & quindi luogo dei punti ove Ic curve del 

fascio (C) hanno contatio ^ ■ — ^ — ■ — ^punto con curve d or- 

dine m, in generale irreduttibili. Essa passa^ in generate, con 

w(ifi+ i)(m + 2)(m + 3)(2r— i) . p.. . r^ v\7tit 
— ^ — ■ — — — ■ — ^ — \-2ii L rami [Mem. I, Teor. XVIII, 

per h = — ^^ — ^ , a = o, a'= i] per ogni punto base (r)-plo, a 

tangcnti mobib, del fascio (C) (e quindi con — ^^ ^— r — ^ 

rami per ogni punto base scniplice). 

Supposto ora che una certa curva L, irreduttibile» deU'or- 
^ne V , £2ccia parte , contata / volte (i >* o), di una curva del 
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fascio (C), se v > m, tal curva fanA paite 4a 5. , e domi c 
(Teor. XIX, per jfc_ ^(^ + 3) ^ X^ = X.= ... =^5(5^ = 0) 

»i(>»+0(»» + a)(m + 3)(/-i ) ^^ijg 

O 

Supponiamo invece cbe sia v^ni, e sia A qiftU'intera pet cti> 
si abbia Av ^ w < (A + i)v. Allora, per tutti i valori di 1 da i 



ad bf esiste un sistema lineare 00 * contenuto ntl sistcma 

dclle curve dell'ordine m e costituito da tutte le curve dell'ordme 
tn — IV accoppiate alia curva L, contata i volte. Sicchi la curva 
L fari parte di 5^ , ma dovr^ conursi (Teor. XIX) 

tn(m + i)(w + 2) (m + 3) n ^x ^ * ( m — iv + i)(ifi — iv +2) 

volte. 

Riepilogando : 

Tegrema XXII. — Dato ntl piano un fascio irredunibile di ctuve, 
(C), deWordint if(> 3), 

la curva S^(2<^m<^ n), luogo dei punti ove le curve del fascio 

son ioccate secondo un contaiio ^ — ^ — - — ^-punto da curve des- 

a 

Vordine m, in generale (*) irreduttibili, i dell'ordine 

m(m + i)(m + a)(2 w<» + 6fi-^ jm ~ 5) 

I ^(^ + 0(^ + a)( m + 3)(2^— 0, 

fiifl /)flf5<i, in generaU, con — ^ — • — ^^ — ■ — g^^ — . -^f , ^ - m,., % 

ramp per un punio base (ryplo, a tangenti tnobili, del fascio (Q (••); 

Se esiste una curva L^ irreduttibile, dell'ordine v, cbe, contata I 

volte, faccia parte di una curva del fascio C (iy> o), allora ddh^ 



(*) La frase in generali va intcsa ncl scnso che solo un namcro fmito cH 
punti di S^ sono tali che la corrispondcnte curva d*ordine m si scinda. 

(•*) Non torncrcbbe difficile trovare (per mezzo del Teor. XVI e dfei tco- 
reiMi del S r ddlt Metn. I) il numero di rami coi quali S^ passa per pumi base 
(^U M fascio^ 0¥e una cur^a di ^uesio paiti coa pf (> r> raii^ 
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rwd S^fa parte Ly e qucsta, se v ]> wi, J^r contarsi 

«6» + 0(^^ + 2)(w + }) ^ . 

f^3 e, St invece v ^ m, deve contarsi 

» +0(^ + 2)(fii+3) n i) I ^ (wf~iv+ i)(m — iv + 2) 

!it, mn. fr I it quoiienn intero, pt% difetta, detla dhnsione di m per v. 

4ff. Dato Rtl piano un fascio di curve (C) ed un sistema li- 
a*e 00^ df cnrvc [Vf, sia P un punto base scmplice, a tang«ite 
>l>ile, del fascia (Q. Supporrcnio che P sia un punto generico 
t piano rispctto al sistema [Vf, e supporremo inoltre che non esi- 
' nessuna curva, passante per P, la quale facda contemporanea- 
-nic parte di una cunra del fascio (C) e di curve del sistema [r]*^ 

La cuma Q^p, luogo dei punti di contatto d'ordine it delle 
"Ve del fascio (C) coa quelle del sistema [r]*, passa per P, m 

l^aFe, con *^* "^ '^ ramr (Mem. I, Teor, XVIII, Oss. r). 

S» C tmar conra (a parte di curva) del fascia (C)^ la quale 

<fci ht P la curva Q^r- ^ chiaro che uno dei puntf (k- •+• i)-pli' 

I a scrie lineare oo* , secata su C dalle curve dt [r]*, cade in Pr 

altri termini, C ha ivi un contatto (k + i)-punto con ima curva 

h . k(k 4- i) 

^ sbtema [rj . Esistono quindi, in generale, -^ — ^ — ^ curve del 

do (C) aventi in P contatto (Jfc+i)-punto con curve del sistero« 
care [F]*. 

Riepilogando : 

Teorema XXIII. — Dati ml piano un fascio di curve {C) ed un 
tma lineare oo* di curve, [r]*, 

se P h un punto del piano, generico rispetto al sistema [r]\ U. 
ok sia punto base semplice a tangente mobile del fascio (C), e sia 
'« che nessuna curva, passante ivi, faccia parte contemporaneamente 
cum del sistema [rj* e del fascio (C), 
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allora, in generale, rsistono — — ^^^—^ curve del fascio (C) itveaii 

2 

in P contatto (i + xypunto con cmve del sistema [r]', t tali cufve 

k(k + i) h 

sono ivi tangenti ai -A__x__/ f^mi delta curva Oct* ^'^i^ ^ 

2 

taiti d'ordine k delle curve del fascio {C)con quelle del sistema [tf(^ 

45. G)n simili coiidiJerazioni, dall'Oss. II del Teor, XVU-C 
(Mem. I), si riciva il 

Tborema XXlV.—Dati nel piano un fascio di curve (C), iV-^ 
dine n, ed un sistetna lineare 00* di curve, [r]\ d'crdine m, 

se P h un punto base (ryplo del fascio (C), tale cbe i gruppi if 
tangenti ivi alle singole curve del fascio costituiscano una involuxione 
di raggi, sen^a raggi base, di grado r e prima specie, 

se P I inoltre punto base {^yplo (ff X it) del sistema [r]*, taU 
cbe i gruppi di tangenti ivi alle singole curve del sistema costituiscaM 
un'involui^ione di raggi, sen^a raggi base, di grado a e specie k, 

se inoltre per P non passano curve che siano contemporaneamente 

parti di curve del fascio (C) e del sistema [rj*; 

k(k + i) 
allora esistono, in generale, (i + i)« H — ^— ^- — ^(2 r — i) curve 

del fascio ( C) aventi in P r <i + i + i inter se:^ioni riunite am curve 
del sistema [r]*» e tali curve sono ivi tangenti alia curva D^p , luogo 
dei punti ove le curve del fascio ( Q banno un contatto d'ordine k con 
quelle del sistema [FJ* (♦♦). 

46. Sia (C) un fascio irrcduttibiic di curve d'ordine n, e [r] 
una rcte irrcduttiiile di curve dcH'ordine m. Supporremo che non 

(•) Sc csistcsscro piii di ' curve del fascio (C) toccanti ivi curve 

di [F]* scconJo contatti d'ordine *, allora la curva Q*j, passcrebbc, necessaria- 

mcnte, con --— it-ii-j- i rami, alnieno, per P, ed ogni curva del fascio avrebbe 

pcrci6 un contatto (k -|- i)-punto con una curva di [F]* in P. 

("J Per w = I, * ss: I, d = I, cfr. Guccia: Ricerche etc, etc., Mem. II, 
Tcor. XXXVIIL 
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eista curva del fascio (C) che ab'.^ia parti in comane con curve della 
rete. PrenJiamo trc curve lincanncnte inJipenJcnti T, , T,, T^ nella 
itte c consideriamo la curva r* variabile nel fascio individuato da 
r, e da r,. La curva OlcXr ro luogo dei punci di contatto delle 

1 a 

cttrvc del fascio (C) con quelle del fascio (F, , T*) genera, come 
sappiamo, un fascio (^c)(r r'))> d'ordine m + 2m — 3 quando la 

carva T* descrive il fascio (r, , T^) (Mem. I, n° 9). 

Indicheremo con /^ il numcro delle intersezioni di due curve 
del bsdo (Q(c)(rr*)) ^^^ awengono in punci base del fascio (Q o 

della rete [r], con /^ il numero delle intersezioni di due curve del 
fasoo (Q(^p !>.)) che awengono in punti (r)-pli della curva T^ o di 

I a 

curve del fascio (C) (r ^ 2), o in punti (p)'pli (p ^ 3) di curve 

della rete, con a il numero dei punti. doppi della serie lineare se- 

'cara su r, dalle curve del fascio (C), con p il numero dei residual! 

punti base del fascio (Q(c)(r r->) ossia di quel punti ove due, e perci6 

.nile, curve della rete toccano curve del fascio (Q. Si ha quindi 



la. telazioDe 



(2 n + 2 « — 3)* = /> + /j + ff + P- 



Se il fascio (C) e la rete (r) sono gencrali, h Ttz^n* (Mem. I, 
Teor. V), If = 3(« — i)* (Mem. I, Teor, II*), c = m(2» + « — 3) 
C'^" 37), si ha quindi : 

p = 3 (m* + 2 wn — 2 » — 3 wf + 2). 

Quindi : 

Teorema XXV. — Daii nel piano un fascio di curve (C), gene- 
rale, delVordine n, ed una rete di curve [r], generale, deWordine m, 
esistono, in generale, 3 (w* + 2tnn — in — 3^ + 2) punti del piano 
ave una curva del fascio e tangente ad infinite curve della rete (*). 



(*) La formo^a (1) permetterebbe la determinazione del numero di tali punti 
qualunque siano il fascio (C) e la rete [F], esctuso pcr6 il caso deU'esistenza di 
curve multiple che faccian parte di curve del fascio o della rete. In tal caso bi- 
sognerebbe considcrare Teffetto che lo spezzamento delle curve ^/-vp r*) ^^^ 

4o^ net due membri della (i). 
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su ciascuno di tali rami (n** 38). In complesso qutndi 12 (n — ty 
punti doppi della serie gl cadono in punti doppi del fascio (Q. 
Inoltre in ognuno dci p = 3 (iw* -{- 2mtt — a 11 — 3^ + 2) punti 
in cui una curva del fascio (C) i tangente ad infinite curve delh 
rete, la curva U^^ h tangente a tal curva di (C) (n** 38), quindi ob 
punto doppio della serie gl cade ivi. 

Rcstano q=z2(y + r: — i) — 12 (« — 1)* — p punti dq^i dtfUl 
serie gl , nei quali cvidenteniente (n" 38) una curva di (C) ha con- 
tatto quadripunto con una curva della rete [rj. Facendo i calcdi^ 
trovasi : 

y = 6 [3 n* + III* + 6 wit — 17 n — 9 m + 14]. 

Si ha quindi : 

Teorema XXVI. — Dati nel piano un fascio {C) ed una rett 
[r] di curve degU ordini n cd m e gcntraU, esistono, in generak, 
6 [3 If* + m* + 6 m If — 17 n — 9 w + 14] punti ove una curva id 
fascio (C) ba contatto quadripunto con una curva della rM (•). 

Per m=i si ha il numero dei punti d'ondula^ione delle curve 
d'un fascio generate d'ordinc n, Esso 4 6(» — 3)(j *» — ^)- 

Per n = I si ha il 
. CoROLLARio. — La classe deirinviluppo delle rette tangenti alk 
curve di una rete generaU d'ordine m in punti d*ondula7^ione t 
6m(m — 3). 

Palermo, giugno 1896. 

MiCUELE *DE FrAMCHIS. 



(•) Per ricavare questo teorema potcvamo servirci del metodo adoperato 
nei n* ^6 e 47, ottcnendo il vantaggio di avere formule valevoM per fasci e rcti 
qua^unque, di evitare Pintroduzione del genere di 0*p e di ottencre incidentaU 

meme il numero dei punti ovc Ic curve d'un fascio hanno contatto tripunto con 
infmitc curve d'un sistema lineare oc3 . Ken abbianio seguito tal metodo, perch^ 
in questo caso richiedc ragionamcnti lunghi c ca'coli laboriosi. 
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congruenze 

(i) :rsb(modp) 

(2) x^ = b(modp^) 

dico chc se si suppone dctcrminata una radice della (i) si potri, 
purch^ Iff non sia multiplo di p, dctenninare subito una radice 
della (2). 

Infatti sia a una radice della (1) si avr^ 

«" ^ b(modp), 

dalla quale si ha 

(3) «A^-'- = A/^'(mod/>^). 
Ora se determiniamo y in modo che si ablna 

(4) y<f(p^)=p^-i(modm) 

r 

(il che pu6 sempre farsi, avendo supposto m primo con p') e indi- 
chiamo con ^ una radice della (4) si avii 

p9(/>^) — p^"' + I s o(mod m) 
cioi 

se moliiplichiamo la (3) per A** avremo 

(a^^-'M)* = bf^"' b'-^if^y^"' (mod p^) 
cio& 

(o^^-* AO" = b^P^^' = A (mod/) 

dunque a^^"" M i una radice della (2), la quale si ottiene elevando 
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la radice della (i) a p^* e moltiplicando per M dove 

^— m 

P erchi sia possibile la (4) i necessario che m non sia multiplo 
di p; quindi in questo caso, come abbiamo accennato, il teorema 
non si verifica; ma si pu6 vederc che quest'eccezione dovea neces- 
sariamente presentarsi, poichi se m i multiplo di p qoq i la stessa 
la coadiztOQe richiesta per la possibilitii della (i), che della (a). 
Cosi date le due coagruenze 

:^^b(modp) 



x^s*(modp^). 



la prima si riduce a 



x^ b(moip) 



che h cosi risoluta; per Taltra invece si richiede che si abbia 

if^C/-0=i(mod/). 
Questo teorema si potrebbe applicare alia lisoluzione della con- 



x-sA(moda^) 

quando m t dispari; ma in questo caso i piii facile procedere nel 
mode seguente. Qualunque sia b purchi dispari, si ha 



iX-fl 



I (mod 2^). 



Determiniamo y in modo che si abbia 

2^^y ^ — I (mod w) 
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esiste sempre uno ed un solo valpre di j che soddis£i la precedcnte, 
sii a questo valore; avremo 



V^'^ s I (mod 2^) 



e quindi 



i*'"^'s*(mod2^); 



ma poichi 



sarii 



2« ^ — I (mod III) 



2«+« zzzqm 



ed allora 



(A0"=*(mod2^). 



Dunque M h la radice richiesta. 

Dopo ci6 il nostro problema h ridotto a risolvcre la congruenza 

X*' = A(mod/>). 

Essendo p un numero primo dispari si pu6 scrivere 

p = 2'A + I 

dove h h dispari; possono darst tre casi, doi 

Jfc = 5; * > J; Jk << 5. 

G)minciamo dal primo caso, sia cioi da risolverc la congruenz^^ 

jc»'^ A(mod2'A + i) 
perchi questa sia possibile si deve avere 

\^ ^\ (mod ^). 
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Infatti ne sia a una radice, si avr^ 



'a»' = i(mod/>) 



ma si ha sempre 



«*'*= i(mod^) 



quindi 



**= i(mod^) 



duoque i condizione nccessaria ed & anche condizione sufEcicnte, per- 
ch^ ammessa questa condizione si possono determinare le radici 
deUa proposia. 

Infant essendo b dispairi la 

hy ^— i(inod2') 

• * 

Po^siliile, ne sia a la radice; si avr^ 



***= i(modj>) 



9uindi 



b^' = h(modp) 



ma 



P^^i> 



du 



^<)ue 



bd + i=zl'q 



(M)«' = A(mod/>) 



A-^±:i'(mod/)) 



^^Ho due radici della congrucnza proposta. Si poteva procederc anche 
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cosi; porre 




- 


(0 




xJsx.Cmod/) 


(») 




x; = jr,(mod/>) 


('-0 




xl, = *.(mod/) 


(0 




x*=b(vaodp) 


da queste si 


avrebbe 


*Js*,(mod/>) 






e quindi 



x;'s.xj(mod/)) 

Poichft abbiamo trovato che ±:t***** 4 una radice della 

gruenza (s) sostituiamo nella (x — i) in luogo di x, una volta 

c un'altra volta — b*" *. Supponiamo s >• i poichi se fosse j 
le radici sarebbero gi^ determinate ed espresse da 

X t^±b^ (mod p). 
Inolire osserviamo che, date le due congruenze 

■ 

(i) x* = fl(mod/)) 

(a) y*^ — a (mod p) 
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±P sono radici della (i) si ha 



^' = tf(mod/») 



ol 



a^a(modp). 
< con g s'indica uo numero non residue quadratico rispetto a p 

g~^ = — i(mod/>) 
g * a^ — a (mod p) 
g' P* = -fl(mod/>) 



/ = g—r(tnoip). 



p-^ 



i 



d essendo x^ i» le radici di quest' ultima sono ±g^ ^. 
itornando al caso nostro per la prima sostituzione si avranno 
la 



^^ ^^L seconda sostituzione si avranno altre due radici 

Le quattro radici si possono scrivere in complesso cosi : 

;c^, =±: J*"''«*"'**'(mod/») 

4^)ndo si convenga che s, possa assumere i valori o ed i. Sosti- 
tucndo le due prime ncUa {$ — 2) si ha 

<.. = *'*"''«*'"'*•* (mod/)) 
Kmi, Circ. MaUm,, t. XI, parte i\ — Stampato il 19 gemiajo 1897. 7 



alle qoali corrispondono le qcMttm rilid 
Sostituendo le altre due si ha 



le otto radid si possooo scrivere in cooaplesso cosl 

quando si convenga die c, possa assumere i valori o ed i. Cos^^ 
rinduzione matematict si dimostra che la fonnola h vera in geae^ 
rale. Supponiamo infatti chc siasi giunto ad avere per r <^ ; 



(I) x^^,j = ± i«'-'t^*""*'»^«^*»«H*^-^*^'^«>(mod p). 

ScutHueiido out delle prirM t^did adla ^5 — r) coogruenza 

Le radici corrispondenti a dascuna delle precedenti saranno : 



x,^ = ± i«'"""'*^*^^'*<'»^"*-^a''i^-^*^*«-«)(mod/>). 



Se invece si sostituisce dascuna delle altre si avr^ : 



jcjLr = — i^*"»^'^*(««-^««"^«*«i+-^*'"^-«>(mod/)) 

e noi sappiamo che le radici corrispondenti a ciascuna di queste sono 
4ice dalla 

convenendo che s^ possa assumere i valori o ed i. II complesso 
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Ora i^a (0 facci«aiQ 5?a? ^ avrfin^ 

che di tutte le radici delU <;Qi^grufM^a proposta. 

Dimosiriamo che rcalmentc queste sono lulte le radici; per 
av^fle 4Qbbi;^mp far^ 

t, ^ Cj = ... = s^, =: o 

ed avremo una radice 



«, = i; «, = t = ...=«,_, = o 



«d avremo cosi s — i radici 

«, = e, = i; e e, = «^ = . . . = «^, = o 

e fioalmente 
avremo cosi in tutto 

l+is-l)+ ^''~'^^'~''^ +... +(*-!)+ I =(1+1)-' 5=2'-. 

Ma sicconit a«$9uaa radic* fa presa co| u§M ±> quindi U 



^ 
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numero delle radici h 2'. E poichi il modulo della congruenza 
posta h primoy essa non puo ammettere un numero di radid roag^*^^^ 
giore del suo grado; nel case nostra esscndo il grado 2', sc dimo — "^^ 
striamoy die le radici da noi ottenute sono tutte diverse fira loroi ^^ 
resta pure dimostrato die le radid trovate sono tnlte e sole quelle 
die soddisfano la congruenza proposta. Osserviamo prima perb die 
g deve appartenere ad un esponente della forma a'. A,, e b^ deve 
essere un divisore di b; poich& se fosse 

gtnt — I (naod p) 

ed r < i posto s — r = /; /^i elevando alia potenza a^*; 
i, = -7- si avrebbe 



.«»-«» 



^*"» = I (mod p) 

ci6 die & impossibilei perchi ; & un non residuo quadradco. Ora 
se g appartiene a I'h^ non si potri avere 

g-3i(mod^) 

se m non t multiplo di I'b^. 

Osserviamo inoltre die nella formola 

jc = ± Jf j»(«*+««a+»*«j+-+*'"*«'-i>(mod/>) 
il massimo esponente di g si avri quando 

allora si ha 

Se 

x^±Vg^ e x = ±V^(moip) 
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sono due coppie di radici^ ate non potranno assumere valori di- 
vcBi da 

O, I, 2, • . . 2*"' — !• 

G6 posto dimostriamo che le nostre radici sono tutte distinte; 
cosi noQ fosse si dovrebbe avere 



Supponiamo ate diverse fra loro ed a maggiore di e^ poichft 
^osse az=zc\z radice V^ sarebbe la stessa che Vg^^ non pu6 
^tsi 

'chi si avrebbe 

iV^o (mod^) 

che h impossibile. Dalla (I) si ha 

^ = ^(modp) 
cjuindi 

f^*^^ ^ I (mod^), g^^^ ^ I (mod p) 



che pure & impossibile poichi dovrebb*essere 2 b (a — c)unmul- 

'^^I>lodi 2'A„ ma b per supposizione i dispari quindi 2 (a — e) dovreb- 

w ^ssere divisibilc per 2% ma 2 (a — c) i sempre minore di 2', per- 

^^^ il caso pii sfavorevole si avri quando c=o cd tf=2*"* — i cd 

^^ questo caso 2(fl — c) = 2' — 2. 

Dunque tutte le radici sono fra loro distinte e la congruenza 
?roposta k completamente risoluta quando k=z s. 

Passiamo ora al secondo caso; supponiamo cioi A >* x. Sia 

C^) x»* = * (mod p); p = 2'^\ 
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P«idi4 ait potsibile la (i) ^ neccsiario tt alibia 

**s i(mod^); 

quesu i anche coQ4izioQe sufficieote; infatti pooiaipo 

A jf ^^ — I (mod 2^ 

ne sia a una radice, si avri 

**• = I (mod p) 

**^' = *(mod/>); 
quindi # 

(*y B * (mod/); X = ± *« 

cosi restaoo determinate due radice delta (i), e 

3* s I (mod/) 

& condizione sufficiente. Dalit teorit degl*indici sappiamo che la 
aounette 2' radici, vediamo di determinarle. Dico che essei^ 

xs:tM»(mpd/) 
e ^ ua «an rciiduo <)«tdratieo rispttio a p^ taclit 

i una radice della proposta 

(±:l^Bb(modp) 

iooltre si ha 
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^d eleTttdo afti poteata 2*^ si ottiene 
"^oldplicando questa per la (2) si ha 

16 ±: f^b' sono due radici della (i); ed allora si deduce chc 

^ -JN X^±b^ «Hi|+*«a+i»i3+...+»'-»t,-,) 

^i tutte le radici della (i); poichi a pu6 essere qualunque e perci6 
^u6 assumere uao iqiahnque fci TUlori 

o, 1,2,... 2*"' — I 

^ nella (3) dando alle c i valori o ed i in tutte le combioaziDoi 
^possibiliy otteniamo 2' radici, le quali isoao tiioc i»cottf rue tea loro 

e ci6 risulta dalla dimostrazione data nel caso precedente. 

Veniamo ora al 3** caso In cui ifc<^j; in questo caso possiamo 

applicare il metodo per la risoluzione delle congruenze di secondo 

grado (•). Sia 

x^^ = ^(»od^>. le ipz=:t'ih + € 
perchft questa sia possibllc i asecessaoo si abbia 

dalla quale si iia 

(i*'-*-'* _ i)(b''^'' +0 = (modp). 



O Dato dal prof. Tonei.14, luogo ditiito. 
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Ora essendo p primo devc dividere uno dei due fattori del prior: 
membro, non pu6 dividerli entrambi perchi dovrebbe dividere 1 
loro differenza, cio6 2 mentre p^ 2. Quiadi si deve avere o 



S5 I (modp), o b^^^ ^ — I (mod/). 

Se h verificata la secooda, sia g uo non residuo quadratico ri 
spetto a p, si avri 

g^'^-i(modp) 

se con y^ s'lndica un oumero che pu6 assumere il valore o, od i 
secondo che & verificata la prima o la seconda, in ogni caso si h 

g'"''^ib'^'^''^i(moip). 

m 

Gm rinduzione matematica si dimostra vera la formola 
^♦'Kyi+»7i+..4*'^Nr-i)i«'-*^^ i(mod/>) 

dove si deve determinare quando le y devono prendere il valore o 
od I. 

Nella precedente facendo 

r = 5 — h 

si ha 

^»*K;i+>jai-..-M'^*-V*.Ju,)i* g I (mod/). 

Giunti a questo punto possiamo porre 

by^—i (mod 2*) 

e determinare I'incognita, di cui il valore sia a^ si avr^ 

^,»to(j.+«7»+.-^-»'-^^-».,) j*« = J (mod/) 
e quindi 

^*»AaOrl•^«/l•^..H-a'-*-Vl-*-l) J*«+« = J (mod/) 

i« + I = 2J 
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Sono cosl determinate due radid della congnienza proposta; 
indichiamole con ± ^. AUora osserviamo che invece di risolvere la 
(i) si potranno risolvere le 

(O xJsx,(mod/) 

(a) *j3X,(modi>) 



(*— i) 4^sxt(moip) 

« Poichi 

P«* = J(mod^) 

°« ^<gue che ±:P»*"' i radice di jrJ = *(modrt. 

Ragionando come si & fatto nel primo caso si trova che 



XSS±& j»*(«i+»«a+»»«i+*-+»^«»-i) 

^utte le radici cercate. Cosl la congnienza h risoluta anche in 
'^^^faltimo caso. 



Moatecassino (Caserta), xo giugno 1896. 



Nicola Amici. 



BmJL Circ. MtUim,^ t XI, parte i\— Sumpato il 5 febbrajo 1897. 8 
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SULL'ORDINE DELLA VARIETA 



GENERATA DA PlO SilSTEMI LINEARI OMOGRAFIQ. 



Nou di Msrio Pieri, in Torino. 



AtaMut ttWt MTCBbm i*)(. 



La quistione di cut tratta il presente articolo h stata pienamente 
risolta da un recente lavoro algebrico del sig. K. Th. Vahlen (•): 
ma la sua particolare importanza agli officii della modema Geome- 
tria projettiva ne fa desiderarc un'esposizione pii diretta c conforms 
ai mezsi propri di questa scienza; Tuso dei quali non k per togliere 
ad essa quistione in semplic*t^ e brevity quel che le dona in evi- 
denza. 

c Essendo dati, nelVambitntt projtttivo n-dimensionalt 5. , h si- 
stemt liHedrt 2^,ji S^,^, • . ; 1^^ di xmrieth algehricht da H — i 
dimensioni, tutli della medesima specie o grado d'inftHith i 
e riferiti projeUivamente fra loro; e dati ancbe gli ordini 



(*) c li$Ber i#ii Grdd der Eliminalionsresultanie tines GUiehungsysUms »« 
Crelle's Journal, Bd. 113 (1894). — Ed anche senza di ci6, gli schiarimenti ofFertI 
sovr*essa dai molti casi particolari noti da tempo, non lasciavano, si pu6 dire, 
alcun dubbio circa la sua general so^uzione. Vedi scgnatainentc Cremona 
« PrelimuMri ad una Uoria giomelrica dilU iuperficie^ cap. VIII (ncMa traduzione 
^es^ 4i M^^ Curwe^ Berlino iSjro). 
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If, , w,, ... If* di quelle varUta, si vuol trovar Vordine del luogo 

geonutrico d'un punio, ml quale concgrrano k varieta corrispondetfti 

dei k 5ij/^wfi ».— Designeremo qucst'orJine con F[^, , if,, ••• «»; t]. 

Aozituuo si psse^yi che questo luogo, come vgricti $utx}rdioaU 

in S^f esi^t^ soltanto se : 

Q^n + i — k<in, quindi i < k; 

^ possieJe allora n -{- i — k dimcnsioni : laddove $a t = ifc ogni 
pi^xr^to di 5, qomp.arlsce un$ ed una sola volta come pupto del luogo, 
^^c^^hi questo pu6 aversi in tal caso come varieti del i^ ordine ad 
^ cdimensioni : 

C^]> F[n,, n^f ... »*; *]= I. 

Qi foii per U namra stessa del problema, i i un aumero inr 
puiggiQfP delVunita, i ua numero intero positfw q nulla. Ma 
i^=2| f = I s| h^ immcdiauxnente (Priacipio di Chaslec); 

) ^r**,^ »a; «]?=^« + ^.; 

iff I ^ 2j / = Q [Teoreipsi di B.ezo ut (•)] : 

3) ^[^li ^i> • • • > ^ki O] = »,«,!*, . • . If». 

Le (i), (2) e (3) rispondono al quesito, nei valori estremi di 
i o .4f /• Suppowgi^ dMq.ue <?> ?, 1 <^; e si preada a piacere 
3n 5, uno spaziQ liaeare Sk^ di » -r .(« -{r i r7-k)^=:k .-r i dimeor 
sioni. Se ora si chiamlno omologhi in questo due punti A ed A\ 
scmpre che A giaccia ig u/ia yarie^ii del sistema 2^,^ e^d A* in c;ar 
scuna delle ^ — i i.'ar4eti che cornspondono projettivamente a queila 
negli altri sistemi^ il numero delle coincidenze fra punti omologhi 



<*) DelVestensioQe di queko teorema agii spazi superiori 10 veste geome- 
•Uka ixatta -una mia Nota-: mSopra um tMrema it Giomdria ad m dinuKsiom» od 
Giomale di Matematiche, vol. XXVI, pp. 251-254. 
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szrii precisamente Vardine che si desidera. E guardando ai oiraiUri 
o gradi della dipenJenza algebrica cosi stabtlita fra i punti deli'5|^ 
— che i quaoto dir della serie oo*** generata dalle coppie {A^ A') — la 
somina dei quali sappiamo esscre appunto il numero delle cainciiemie 
o punti doppt delta serie (*); si scorge dapprima che il ntiinero delie 
coppie (A, A^t per cui A h dato a piacere, viene espresso dal sim- 
bolo F[n^t If,, • . . fik\ i — i]: attcso che le varieti di 2^,) pas- 
santi per A formano un sistema lincare subordinato di specie i— 'i, 
e i k — I sistemi lineari corrispoodenti al medesimoin 2^,^» 2^,^, ... 2^^ 
geoerano da parte loro una varicti di n + i—i — (i — i)= « + 1 — k 
dimensioni e d*ordine f [«,, «,, ... «*; i — i], che taglia in tl- 
trettanti puiiti A' lo spazio 5^^. Secondariamente apparisce che il 
numero delle coppie (A, A% per cui A stia in una retta dau ed 
A' in un dato iperpiano deir5|^_|, vale «,. F[fi, , n^ , ... n^; $\i 
perchi, mentre A percorre tutta la retta, le varieti di 2^,^ che passan 
per A descrivono n^ volte tutto il sistema X^^^, e le loro corrispon- 
denti in ^.^ , 2^,^ , ... 2^.) producono n, volte la varieti generau 
da questi k — i sistemi lineari omografici, la quale h per ipoted 
d'ordine F[n^ , n , , • . . n*; i] e di « + i — (* — i) dimensioni; 
sicchi Tomologo di A cade fis.F[fr,, n,, ... Hj^; i\ volte nel dato 
iperpiano. Infine, tutti gli altri gradi della serie qui considerau son 
nulli; com'i facile a vedere. Dunque, per i>2 ed t <ft sussisteri 
la relazione: 

(4) ^^» »t> — «»; (I=*i^[*a* *i — *»*» + ^'•ti «i» — »»i i— i]- 

Le condizioni (i), (2), (3) e (4) determinano pienamente la 
funzione F; poich& se ne cava per via tutta aritmetica : 

(5) F[n„ «., ... «»; »] = ("'» *Jl_Y- "»); 



C) y^di C a p o r a I i : c Memoris di Giomtria », pag. 329 (Napoli, Pelle- 
rano ed. 1888) e Fieri: viSul principio di eort ispondinia^ etc ». (Rendiconti dc* 
Lincei, 1887) e c FormuJ$ di coincidsn^a^ etc » (Rendicooti del Circolo Matema* 
tico di Palermo, 1891). 



SULL'oSDINE DELLA VARIEtX GBKERATA da PIi!i SI3TEUI, ETC. ^I 

dove il simbolo I ' ' > • • • ■ '\ con /^m>o, 4 posto a rap- 

pTHeniare la sommj Ji tuui i prodotti, in numero di | ], che 

Ducono moltiplicando fra loro m ad m in tuttl i modi possibili gli / 
Humeri*,, a,, ... at, — ossia la somma delle combina^iom ordi- 
j tune di classe m formate con quest! numeri, considerata ognuna 
I CDnjc prodotio de* suoi elementt — e per m^o rappresenia Vunil'a. 
Come ognun vede, la relazione (j), dove si metta ordinaia- 
oeate i=k; i^i, i=:2; » = 0, convertcsi nelle prccejenii (i), 
U), O)- P" (■= I, A> 2 si ha dalle (4) e (j): 

^["it «»»•■■ "i! '] =^ "(■^[n, t «, ) • • • "(J + "i") ■ • • "»> 



* qucstc eguaglianze sommate membro a membro, dopo aver mol- 
*>plicaio la seconda per n, , la terza per n, «,, ... , I'ultima per 
. . n^, COD avviso alia (2] dAnno sublto : 



F[n,, n,, 






oi pieno accordo con (j). Seguitando, potremmo salire man mano 
ad » =^ 3, J, . . . ecc. Ma, per concludere in breve, basta sol ri- 
«ontrare (argomentando da i — r ad i) se, una volta ammessa la 



:&:) 



Con un valore panicolare i' — i di 1; vale a dire se supposto ; 

r-r -, n /«■ > « »A 

'^["■■" «'i ■'-■]=( ■ij;. + , }• 

■ _**« deduca la veriti di essa (5) per 1 = »'. E cosi 6 nel fatto; 
(^'■cti dalle eguaglianze ; 



^i HAtio rm%i, 



F[n,, «„ ... «»; i'J = i».F[«, , «,, ... «»; i'] + f "** j *_!*// ** 




f(»J_y, •t.y^., t ••• (M *']-*- ■»H'*^[*k-*»+I» ■*-/+! » ••• ■»» • "^ 



. /^t-l'+I > *»-4'+» > • • • "A 



desunte da quciripotesi c dalla (4), $i ricav^, ^tteso andie I4 (i) 

+ If, If, • • • 9i^ ; 
e quesf^ noa i che U (5) opportgoamepite s?ilupp«t4>. c dpve sia 

posto I = r. 

Si conclude dt db che pcecede : 

f U luogQ geoqi^atrko 4ei piioti d'up 5. , is da$ciiop dei qpudi si 
c tagliano k varieti ^orrispoodcnu di k sistemi liaeari di 1"^ $pe«i«» 
c composti di varietiL da n — i dimensioni, e riferiti pcojetuva- 
c mente fra ]«ro, & ivvi v;^P^ di n --k + i dimeo^ioni (purchi 
«o^if — k + i ^n) d'ordine cguale alia somma dei prodotti al- 
< gebricamente distinti, che nascono al moltiplicare fra loro i vari 
f ardini •,»«,».•• ffjk ^i ^^^^ sistemi presi a i -rr 1 per volcf ia 

c tutti i ( • ) modi possibiii; — e d'ordine ugualeairunitise f = iB. 

Qjuesto Qumeco i al tutto indipeadeDle dalle dimensiooi delip 
spazio ambiente. Infiniti sono i casi offerti gii dallo spazio ordinario 
(if = 3): cioi per pgni dato valore di i (faUa astrazione da i = jk) 
tre luoghi, corrispondenti a * = f 4- i, ii = f + 2, Jfe = f + 3, che 
sono rispettivamente una superficie, una linea^ un gruppo di punti(*). 
« — ■ . — . 

(*) Cfr. C r e m n a, al luogo citato. 



I 1 » 



soll'ordikb della varietJI gekerata da nb sisTEia, etc. 6j 

Ni meno importante & il caso di n , = n, = n , == ... =n^z=zi^ 
^lie si presenta quaodo i k sistemi sono forme fondamtntali d'tper- 
piaf^i coUineari : il luogo dei punti comuni a k iperpiani omologhi 

( aUora una varieth di n — k + i dimensioni e d'ordint I . j (*). 



KoTembre 1896. 



Mario Fieri. 



^ OTM. casl / = *, *atii+i, fi + l, e »=s«— i, *==«, n+\ tratta i! 

^ ifoncse ai n* 46 e 48 della Mcnioria: c Projectivische Ferhdlinisstn etc. » 

^^^th. Aiuulen, Bd. XIX>; oella quals aon si contemp'.ano ipotesi pi6 general!. 



IL METODO DEL GRASSMANN 



NELLA GEOMETRIA PROIETTIVA. 



Nou n* di C. Birtli-Forti, io Torino (^ 



4tl M MImIi Off. 



In questa Nou ci proponiamo di stndiare le proprieti delle oqk>- 
grafie che ad ognt forma P di prima specie £inno corrispondere una 
forma di prima specie funzione lineare di P e di ona forma fissa W 
pure di prima specie (^). Le omografie proiettive che a queste cor- 
rispondono (Nota I, pag. 192) contengono le ordinarie amoIogU e 
prospettivUhp e di^nno rapidamente i metodi di rappresentazione di 
cut fa uso la geometria descrittiva, insieme ai teoremi fondamentali 
dei quali questa continuamente si serve. 

Per breviti^ di scrittura e per esprimere in simboli alcune pro* 
posizioni, scriveremo: 

F, , F. , F| , rispectivamente, a! posto di forma di prima, xe- 
conda, Urxfi specie; 



n Vedl la Nota !• nel tomo X, ^^. 177-19$ di qucsti Rendicond. 

(^) Per il principio di dualiti si ottengono in modo analogo le omografie 
che ad ogni formi di terxa specie it fanno corrispondere una forma di terxa 
specie funzione lineare di 7t e di una forma fissa 6 pure di terxa specie. 



IL METODO DEL GRASSUANH NELUl GEOUETRU PROlUTTtVA. ^^H 

7, V*, v' al posto di vetlore, bivtitoft, trivttlori; con u indi- 
cheremo i! trivettore uniti (•). 

Per le omografie ricordiimo le definizioni e proprieti seguenti. 
Sieno U, V', U" sistemi lineari ad n dimensioni di forme gcome- 
trtdic. 

Se ff, X sono omografie tra gli U e gli U', diclamo clie a^\ 
quando quaiunque sla la forma P di t/ si ha che aPi^iP, Ncllc 
Slesse ipoiesi poniamo (9 + ^)P = 5p + XPe(r+\ 4un omografia 
poich4 (<,-^\)(P + Q) = (^ ^ X) P i- (^ + ■k)Q e (a + X)(mP-) = 
^■f [(« + i)P]- Se ff i un'omografifl tra gli U e gli U' e 1 4 una 
omografia tra gli W e gli U" poniamo \uP^z\{<jP) e "kv t una 
omogratia tra gli U e gli U". Se a 4 un'omografia tra gli U e gli 
U poniamo <i* ^ « ed esscndo r un numero intcro e positivo po- 
niamo o**'i^o'(t; sc ff i inVi.Ttiblb poniamo (r~" = (i")~' e facil- 
iil«oic si dimostra che le polenze di » godono delle proprieti delle 
potenze dci numcri. 

§ 5. — Omografle colHneaH. 

Diciamo cbe una corrispondenza lineare i tra forme dt phma 
specie e forme di prima specie h una omograjla colUneare, quando, 
*sisie una formi di prima specie iissa W lale che qualunque sia la 
'ornia di prima specie P si abbia che ffP 4 fun2ione lineare di P 
' di (V, (cioi ffPeqP-f qW). 

La forma ff^ dicesi * forma centra > della omografia a. 
Teorem.v I. — Se u 4 un omografia colUneare la cui forma 
^'^tro h IV, allora 4 determinaio un numero s e, almeno, una 
^*'***a dt tent specie a, tali che qualunque sia la forma di prima 



{') Secondo quanto abblamo dctto nella Nota I si ha cbe: 
F^uUo proiUCivo ^ p(»u (F, ^ to); retta proieltiva as posii (F, F, b lo) 
piano proiettivo :? pwU (F^ ~ i o) 
punto airinfinito = posiz (v —lO); retta all'infinito = posiz (v* •■lo) 

pEaoo allliifinilo =i poua (v) ■> m) <= posh to. 
Jtrai. Qire. hiiittm.,1. Xt, pane i*.— Sutnpato il 6 nuno 1397. 9 
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spede P si abbu 

(i) aP = xP + (P«)fr. 

Dim. — St P, P* sono F, illora» per ipotesi, sooo detenninati i 
numeri x, s\ x" /, /', I'' uli che 

n{J^ ^r)z=L r{P + PO + V'W. 

Ma 9» per ipocesi> i un'omografia e qoindi o(P+P7=9P+^^i 
in coosegueoxa 

X p + x' P' + (/ + o Jr = /" (P + PO + /'' »^. 

Se moltiplicblatno i due membri per una forma di terza specie 
P che contenga P' t W (cio4 tale che P'P = JTp = o) si ha 
xPP=: j"PP, cio4 x=x". In modo analogo si dimostra che s'z=zf\ 

Da ci6 si deduce che : « esiste un ,sol jiumero s tale che 
aP = xP + /jr.. 

Sieoo era P,, (r=ii a, 3, 4) quai^ F, ipdlv^od^ti^c^no 
detemunati i numeri /. tali che 



I j' J 



m. ' <^ ^ ' • %. 



ed h determinau la forma a di terza specie tale, di^ / m.: \:A 

essendo P^P^P^P^ il tetraedro unit*. Sc .P *;.uw JB^n ^quftlun^i^ 
sono detenninati i numeri x^ tali che 

P = 4r.P, + .r.P, +4r,P, + x,P^. .. v,) 

(*) La a & la forma che Hspetto tile P, ht I ttwAeri /^ per coordinate^ 
ciofc $i ha che .••.•■ .:i*'.«, r.xn:.-| 

« = /, p, /», ?^ + u /», ^ i^ + '1 fi^i^, +'i^^t p» Pf • 



r • ■« 
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Essendo Pa = t^x, + /,jr, + /,jr, + l^x^ si ha chc 

» . » 

cbe dimostra il teorema. 
Con la notazione 

^otecdiamo esprimere che 9 6 romografia coUineare tale che per 
^ualunqoe forma di prima specie P sussiste la formula (1); It teo- 
I dimostra che ogni omografia coUineare pu6 assumere la 

la (2). 

La forma di terza specie a che comparis'ce nella (2) dicesi 
^ forma base • della omografia 9. 

Teoreua il — L'omografia [x, Wi «] ft l-identill^ (cioi 
'-'•'* fF, «]= i) solo quando 5=1 e, pla forma centro (^o la 
^^^"ma base (a) ft nulla. In simboli 

[x, JT, a] = I. = .•. X = I : JT = o. w. « = 0. 

Dim. Se X = I e> IV = o o a = o> allora dalla (i) si ha» 
^Xjalunque sia P, che 9P=zP, cioft ^ =? i. 

Viccversa. Se <t=i, allora dalla (i) si ha che (i — s)P=z(Px)lV, 
^a cui> moltiplicando per P st deduce ..che (Pa)(PJ^)==:D qua- 
^^nque sia P, il che avviene solo quando o ^=ooat = o; ma 
^e W =2 o a = o allora (i— x)P =^ Qy cioft x :£= x. 

TEoa£)iA in. — Se le omografie collioeaii 9z=z\s^ W^ «]^ 
tr, = [x, » W^ , a J non sono identitai allora 9 = «, . solo quando 
^=x, ed esbte un numero reale e non nuUo m tale che W.^^mW 

a-=i.a,-=i.D::a=^ff,, = .\x = x, :««q- 10. W^z=zmW. 
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Dim.— Se i =r i. ed esiste il numero m tale ch# iF^z^mW^ 
a = ma|, allora dalla (i) si ha, qualunque sia P, che aPzzztr^P, 

cio4 <x = ^,. 

Viceversa. Se <r = 9, allora dalla (i) si ha 

(a) sP + {Pa)lV = s,P + (Pa.) JT, 

ovvero, moltiplicando per P 



Mlll'isM 



Questa, essendo W t IV^ forme non nolle (Teor. tl) 
che la retta P fF passa sempre per il punto W^ , cioi dimostra cha: 
c esiste un numero m tale che IV^zzzmfF 9. Ponendo nella {H) 
mJV z\ posto di fV^ si ha che Poe =:m(P ot,) cioA 0Cssim«,. 

Sostituendo nella (a) si ha che 5 :=s i.. 

Vedremo nel § seguente le applicazioni di questo teorema. Per 
ora ci limitiamo ad indicnre alcune propriety delle omografie colli* 
neari che facilmente si deducono dalla notafiOQe (2). 

Poniamo 

(3) [ff. «] = [I, w'. «] 

e dalla (i) si ottengono facilmente le formule 



(4) 



La prima delle (4) vale qualunque sia s e riduce ogni omografii 
coliineare generate alia somma di un'omografia [t, ff^ ot] con ua 
numero. La seconda delle (4) vale solo per s diverso da um, e 
riduce Tomografia coliineare generale al prodotto di un'omografia 
[i, fT, a] per un numero. Eccettuate le omografie [o, fF, a], cbe 
sono del resto prive di interesse, tutte le altre omografie coUineari 
si possono ridurre alia forma (3). 

Se tn, n sono numeri tali che m + H t diverso da zero, allora 
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V. P.. P., P„ P,cF..P.P.P,P,.=o.D.^^^^^50^ 

ZZzfVoL + t. 

La III dimostra che P i, rispetto a a, muta, solo qoando g^ace 
fulla forma centro o sulla forma base di 9. La IV dice che h a>- 
fUnte (ed eguale a ^a + i) il birapporto brmato col panlD fF^ 
col punto di incontro della retta P fV coUa fonna base, col ponto 
P e col corrispondente di P. 

Indichiamo con co il trivettore uniti, doi il triTettofe tale die, 
essenJo un punto qualunque, il tetraedro O^ i destioso e il sno 
volume i i. 

VI. F, - Xe [<r Xe v} = F. - X^ !X[« + (»"«)«] = o}. 

VII. PeF,,Dp.<iP«v : = .« + (jr«)a = o 
VIIL [« + (fra>)flt]«v\ = : fr«v.-.atv'. 

La VI esprime che : c Una forma di prima spede IT ha, ri- 
f petto a Of per corrispondente un vettore, solo quando X giace soUa 
forma di terza specie co + (fV<a)oL i. Ci6 si deduce subito dalla I 
a«servando che (<yP)« = P« + (Pa)(fr«)=P« + P[(jr«)«]z=: 
P[tt + (>r6i))«] e che (^P)« = o equivale alia condiziooe caP 
k un vettore t. La forma o) + (^(i>)a dices! c forma limite» della 
coUineazione o. 

La VII eiprime che ognt F, ha per corrispondente tin vettore 
solo quando t nulla la forma limite di 9. La VIII esprime che la 
forma limite di 9 & un trivettore solo quando la forma centro h on 
vettore, o la forma base i un triveitorc, (infatti [«4-(fr «)«]«= 
= ([ra>)(aG>)). 

Quando a non b I'identitJi noi poniamo 
(i) centro 9 =: posiz W, base a = posiz a 

e il teorema III del § 5 prova che il centro di 9 & un punto fun- 
zione di a e che base a & un piano funzione di a. 

II numero Wot, + i che comparisce nellc prop. II, IV, V, di- 
cesi < birapporto di 9 » e lo indichiamo con la notazione rapp 9; 
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doi ponianio 



« 



rapp<r= Wa. -}- i. 



11 teorema III del § ; dimostra che rappa h funzione di it. 
Chiamiamo « limite di a • e lo iadichlamo con limff 11 luogo 
<id punti che sono posizioni dclle F, avente per corrispondcnti dei 
»«tori. Ss la forma limiie di 1 non 4 nulla allora dalla prop. VI 
ii ha che 

lim 1 = posiz [u + (Jfw)a]; 

la forma limite di (i t nulla, allora (prop, VII) lim <r 4 I'insieme 
tvtii i punii. 11 teorema III del ^ 5 dimostra che lim 9 t fun- 
^onc di a. 

Se la forma Hmitc di o non i un trivettorc allora anche la 

^mia base di 1 non 6 un trivettore e si ha che lim 5 4 un piano 

Proifjtivo parallelo al piiino base 1, pcrchi il triangolo u + (^!Via)x 

** citiene dal triangolo ()^(i))a (che ha la medeslma posizione di 

EJ» mediante una traslazione, 
Osservando che per la collineazione a =1 [W, a] possono va- 
'^-rc gli element! PV, % senza che vari o, risulta I'importanza degU 
■-^menti proicttivi centre i, baseu, rapp n, lim cr, che sono, in certo 
^^^>do, degli iavarianti della omografla a, 

H^ ' M Se pSlle cofc precedent! consideriamo, in luogo del sistema 

^fe^nerale delle F, , il sistema (a tre drmensioni) delle F, , che hanno 

*-^ posizione in un piano proiettivo flt, allora si ottengono le colH- 

*^eazioni nel piano it. In seguito noi supporremo note le proprietil 

I ^elie collineazioni'piane che si oiiengono dalle cose precedenii so- 

^tilueado alle F, le F, del piano fisso. 



Diciamo Omohgia in luogo di * Collineaziont a birapporto non 
nullo >. Scrivcndo Collin e Omolog al posto di collineazione e omo- 
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logia, abbiamo 

Omolog = Collin^ 9t{npp a « = o}. 
L vcOmolog. 9 •= I .mtn* io.3.o^tOiiiolog» ii. 
centroo^ = centroa . base o^ = basea . rappc^ = (nipp^^T. 

Questa prop, esprime cbe ; < se a i on o mo kipa divem d^ 
ridenciti e m ^ UQ numero iotero ooa nuUo (pasitivo o n^advc 
allora oT t pure un omologia diversa dairidendti che ha eaa • 
comune il centro e la base, e il cui birapporto i la pocenza m 
del birapporto di 9 •« 

Dim. — Sc 9 = [fF, a], e JT, A, B, C sono dcllc F, iodipc 

deotl allora daUa I del S 6 si ba cbe («^(aiO(9i)(«Q' 
(^« + l)tFABC e quiodi <i h omcgrafia invertibile, o, in al 

termini, qualunque potenza di v & un omografia. 

Qualunque sia m si ha dalla I del ^ 6 cbe 

(0 a-»^ = (rapp<T)->ri 

dalla medesima prop, si ha pure, moltipUcando per 9*^' e teaexK 
conto della (i), che 

(j"P =(!"-• P + (rapp <x)"(Pa) W. 

Da questa formula per m positivo si deduce cbe, 

(a) <T-P = P + [i +rapp(i + (rapp(iy + ... + (rapp 9)— T(P «) R 

(ay 9-* P=P-[(rapp ar + (rapp a)-^ + ...+ (rapp <in(P«) 

e queste formule dimostraoo il teorema (*). 

(^ Sc posUiDO h a rapp « dalle (a), (ay si ha per m posicivo o aegiti 

• ^~ I 

tecondochi h b diverso da x o ^ «9ude ad i . 
Se pooiamo 9 ss [^, a] si ha che 



= Wf T^rf*]^ ^' ^" "" t^* "••!' 
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Sieno tf» b due elementi geometrici proiettivi per i quali abbia 
ricevuto significato la (rase c distanza di tf da ^ »; al posto di questa 
frase ooi scriveremo dist(tf, b). Si ha il teorema 

n. 9 1 Omolog — II. centro <r — c posiz o) • base <7 — = posiz (d. 
MSN • 3 • dtst(ceotro 9, lim 9"') = dist(base <t, Um a'^). 

c Se 9 & un omologia diversa dairidentitJi il cut centro e la 
cui 1>ase sono elementi propri e se m i un numero intero positive, 
aUora la distanza del centro di 9 dal limite di a*" k eguale ^n va- 
lore assoluto) alia distanza della base di <j dal limiie di q'^ ». 
i ^ Dim. — Essendo centro 9 e base <j elementi propri, dal teorema 

Vni del 5 6 c dal teorema precedente si deduce che lim 9" e 
fim 9^ sono piani proprii paralleli a base 9. 

Poniamo o = [fT, a] t b = rapp 9. Fissiamo sul piano a il 
senso positivo della rotazione e sia grand a Tarea, col segno, del trian- 
9>lo ot. Sia A la distanza, col segno, di centro 9 da base 9 e A^ la 
di^anza, pure col segno, di centro 9 da lim 9". 

Osservando che per ib — = i la forma limite di 9" h 



P = « + y=T(»'«)« 



*» ha che 



3 grand a ' 3 " grand P * 



Ma il triangolo ^ si ottiene dal prodotto di a per il numero 
'^'^cw)(ir" — i)/(A — i) mediante una traslazione e quindi 

grand P = W^« -g— - — grand «; 

# . 

£ QOto (G. Pea DO, Gilcolo Geomeirico) che #''=si-|-ff-| — --] — j-+... 

Tie convergente. 
Dalla I si deduce con semplici calcoli che 



•^"=['^'^x=rr4 ""^ ^' = <'- 



Risulta dunque che i^^ b una omologia che ha con 9 a comune 11 centro 
^ U base e il cui birapporto vale ^*. 

R^nd, Circ. MiUem.f t. XI, parte x\--Stainpato 11 6 tnarzo 1897. 10 
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in conseguenza si ha 

A"* — I 

" A" — I "*• b" — I 

Si ha dunque che 

e qucsta formula, che vale anche per b =z i, dimostra il teorema. 

III. 9C Omolog. D : <t' = I . = . rapp a = — i. 

c Ua omologia i involutoria solo quando il suo birapporto h 
eguale a — i ». 

Dim. — La condizione a'^i equivale a <t=z<r^. Questa equi- 

vale, qualnnque sia P, a Pa = Pa c quindi risulta dimo- 

strato il teorema. 

IV. a« Omolog : w e N , (x* = i. - =. a : d . a* = i. 

c Se un omologia h ciclica, allora essa i involutoria*, e si di- 
mostra come la precedente. 

V. (T« Omolog. D .•. lim (x = lim (x"'. = : <t*z= i.w.lim (t :=posiz ». 
c II piano (*) limite di una omologia coincide col piano limite 

della sua inversa, solo quando o romologia t involutoria o il suo 
piano limite & airinfinito ». 

Dim. — La condizione lim a = lim a"' equivale a 

[a. + (»'a,)«]|^a> - -J_Cfra,)«] =0, 



che sviluppata di 



0+rl^)(^'-)(«») = °- 



Dicesi affinith ogni omologia diversa dall'identiti avente il cen- 
(*) Si osservi che se [fF, oc] d un omologia la forma limite non i nulla 
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iro itnproprio e !a base propria. Ad ORnl pumo proprlo corrisponde 
M punlo proprio perchi Ww=o e (nP)(ii ^Pw, 11 rapporto tra 

UD tcir^edro e il suo corrispondente t cgiule sll'inverso del birap- 

porro di afBniti (§ 6 prop. V). 



Dicesi omottlia ogni omologia di^'ersa dall'identiti avente il 
ceotro proprio e U base impropria. Se ff 6 un puoro {Wti:= i) 
allora ad o%n\ piinto proprio P corrisponde una forma di prima 
specie la cui mawa i 11 bir.]pporto di omotctia, poichi (§ 6, II) 
{tr P)nt =1 {IV 3. + i)P(.) =:; rappti. Segui; da cii e dalla prop. V 
del 5 6 die il rapporto (ra un tetraedro e il suo corrispondente fri- 
spt-"tto a pos!2(r) -vale 11 cubo dell'inverso del birapporto di omotetia. 
Essendo W un punro proprio c P un puato proprio si ha che 



posit o P : 



rapp u rapp ■ 



(.P-W) 



^"s di I'orditiaria costriizionc deH'omotctico di un punto e diinostra 
'•'le aJ ogni figura corrisponde una figura simile ad essa. 

Dicesi congruen^a ogni omologia i! cui centro e la cui base 
****<) elemenri impropri. Se i ^ [W, a], allora Wa. = o e quindi 
"*r»p<r=: 1. Si ha pure clie k ^ i-M ove k & un numero e qulndt 
■f* = P + klF, cioi ogni congruenza 6 una Iratla^iont. 

II letiore riconosceri facilmenie che le omograBe proiettive che 
^^mo le posizioni dclle omologie ora studiate sono le ordinarie omo- 
'^gic proiettive. Koi abbiamo soslituito al termine ordinario « piano 
^QH'omoIogii » il termiiie generico base, perchi i teoreml enunciati 
^cjno con lievi cambianienii appUcabili anche alle omologie plane. Al- 
^'usuaU termiiie i caratterlstlca dell'omologia > abbiamo sostituito il 
leimine < birapporto duU'omologia >, poiclii rapp c, da solo, mm ca- 
f'aittri^^a I'omologia -j ("), Di pii non abbiamo seguilo I'uso co- 
tnune di considerare I'omologia (come del resto ogni IrasFormazioDe 




r 
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prcMCttiva) come una doppia trasrormazione tra ona prmm e seconds 
figura e una secanda e prima figura (*), il cbe porta p. es. a coor- 
siderare due piani limid per una sola omolqgia. 

S B. — JPtaspeUMtiL 

Diciamo Prospettiuiih in luogo di c Cc^ineasooe a rapporto 
nullo >. Scrivendo Prosper al posto di prospettiviti, abbiamo 

Prosper = Collin ^ vt {rapp a = o| 
o piji semplicemente 



Prospet = G^n ^ rappo. 

Se (i = [W, a] e fT, il^ B, C sono F, mdipeadend allora 
((T fF) (<T if) ((T B) (<T Q = o quando rappa= JToc + i=o equindi: 
« le prospettivitji non sono invertibili i^ vale a dire, se 9 6 una pro- 
spettiviti v'"' non t una omografia. 

I. (T c Prospet . D • centro 9 c lim 9 

II. (T« Prospet . P«F, — 10. d. posizaPtbasea. 

La prop. I esprime che in ogni prospettiviti il centre appar- 
tiene alia figura limite. Ci6 i evidente se lim a i tutto lo spazio; se 
lima 4 un piano allora co + (frca)a — = o e W[a) + ('^«*)*] = 
= rapp9(fra>) = o cbe dimostra il teorema. 

La prop. II esprime che ogni forma di prima spede ha per cor- 
rispondente una forma avente la posizione in base a. 

Se ^ 4 un punto proprio e base a non h il piano alPinfinito, 
allora posiz<r i rordinaria proiezionb cektralb (^) di cui fT & il 

(*) Si presenta con questo metodo ordinario sotto una forma incompleta e 
non ancora prccisata il concetto di corrispondenza. Riguardo alle noUzioni 
centre 9, base 9, lima osserviamo che esse permettono di rapprisenULn nel dise- 
gno due o piCi omo'ogle piane e di leggere la figura senza bisogno di altre indi- 
cazioni. Ci6 non si raggiunge ccn le ordinarie notazioni. 

(**) Indichianio qui un sistema di notazioni per la proiezionc centra!e che 
ci sembra possano utiimente sostituire le notazioni ordinarie assal incomplete. 
£ssendo F una figura (classe di punti) si indichi (come si fa ordinariamente) ooo 
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ff e base a b \\ quadra. Se IV h un vettore, cloi centre (t 4 un 
10 airioSiiito, allora posizi ^ un ordinaria proiezione parallela. 
Quaiunque sia la fonna P Don nulla e di prima specie poniamo 



P* 

"grand* 



e A = 



Se P 6 un punto proprio allora Aj, i la distanza, col segno, da 
Uses. Se P fe un vettore e 4 un punto qoalunque proprio di 
W«, allora si ha che \p := 4^),? > cio6 ij, h la distanza da baseff 
dcli'estremo del vettore P quando I'origine di P sia un punto dl 
buea. Dalla prop. I del § 6, osservando che ffar^— i, si ha che 



0) 



ap^p-- 



i ha dalla (i) 



Se prendiamo A per uaitit di misura 

Essendo iV un elemento fisso, la (2) prova che la forma P i 
^"Ppratnlala dando la forma aP sul piano proprio based e il nu- 
'''cro 4^. Se i* 4 un punto proprio o un vettore, allora, per la proie- 
**Oae centrale, iP i una forma di massa i — 4,, o di massa — 4^; 
P*r la proiezione parallela nP t ua punto proprio o un vettore; in 
S^est'ultimo caso, se fV & un vettore normale a base a, si ha che 
Posiiff i rordioaria paoiEziOjre quotata. 



'^ il luogo de'Ie immagioi (o proiezioni) dei punii di F; questa notazione & in- 
^^mpltu percli* dovrcbbe conteni're rindiea<ione del ceniro e del quadro; essa 
basta fettt ia pratkj poiehi * inutile, in ogni caso, cambiare gli elementi di ri- 
r«rln)Ento. Si scriva, p. es., J al posto di punio all'infinito; allora, se a £ una 
retta, ja (,1 posto di J ^-^ a) vale ■ punio all'infioito di a .; quindi (Ja)' vale 
• punto di fugi di a « : in luogo di (J a)' si pub scrivere /' a, non per6 /a' che 
" ~ ■ punto airinCioito dell'inimagine di a n. Ana'ogamenie, se oc t un plaao, 



"a'carctti airinftoito 



di SB e (/>)' o j'l vale u rutia di fuga di ot •>. Indicindo 
It, il quadro, allora ait, xit (al posto di o --^tc, ti.~.it) 
di a. Nel disegno, p. es, un punt; con rindicazione 

reita a che passa per il centro di proieiione; due rette 
indicazionc UTt, p it, rappreseniano il piano at, e qucsia nou- 



, " I^ leteera fissj, p. 
'^*no la traceia di a 
^= y* rapptesenia 1; 

''f'*l|ele con ie indicazi , , _ ._„ 

^****c I molto pib chiara dell'ordinaria (/, j'). 
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Sc C R sono dclle F, qualunque, dalla (2) si ha 
ty Pfi = (<xP)(a0 + [Ag(cP)-A,(<i0]jr 

Pfiie=:(<rP)(a0(<ri) + 
+ [Ap(<^0(^i?) + Ac((Ti?)(<rP) + A^(<iP)(<tC)]» 

si ottiene cosi la rappresentazione delta forma di seconda 
^Q t della forma di terza specie PQR mediante gli eleme 
ipprcsentano P, j2, R. Dalle formule (2), (2)', (2)" si [ 
ttcnere le ordinarie proprieti delle proiezloni central! c pa 
er6 ci6 che piCi interossa far rilevarc h che dalle formule (2 
t)" si pu6 dedurre la geomttria descrittiva delU forme geon> 
1 cui import anza si renJe evidente osservando che le F. 
mtano sistemi di forze e che quindi un metodo semplice < 
resentazione delle F, conduce a risolvera rapidamente il pi 
ella composizione delle fon^e nello spazio, problema che co 
)di ordinari (Monge) & assai complicato. 

Sia <T=[fr, a] una prospettiviti. Se p 6 una F, non ai 
Dssiamo individuare in infinite modi tre forme di prima sp 
, C tali che A c B appartengano ad x e a ^, C appartenj 
il tetraedro IF ABC non sia nullo. Si ha che (§ 6, I) 

<tA = A, (jB=B, (jCzzzC + rJV 

ve r = Ca h un numero. Alia a si pu6 dunque dare la £ 

A ^_fo, A, b, c + r rr\ 

<T, che h una corrispondenza tra le F, dello spazio e le 
iano a i anche una corrisponJenza tra le F, del piano ^ < 
el piano ac. Indicando con X questa trasformazionc lineare 
stem! di F^ a tre dimension! si ha che 
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• 

L'omografia \ dices! prospettiviti tra le F, di ^ e le F, di a. 
Essa 4 invcitibile e X"* h una prospettiviti tra le F, di « e le F, 
di p. Noi chiamiamo centro X il centre a, base X la retta ap=retta AB^ 
liml Telemento geometrico comune al piano ^ e a lima. Se limX 
i ona retta propria, anche lim X*' h una retta propria e lim X e lim X""' 
soDo parallele a base X. 

£ £icile riconoscere che posiz X h Tordinaria prospettiviti di 
ccotto il punto W tra il piano ^ e il piano a. 

^ If J^ K sono vettori unitii (o di egual modulo) se / e £ 
soQo Dormali ad / e se & un punto proprio, allora ponendo 



\0, I, j) 



^ ta che X 4 una rota^ione del piano OIK intomo alia retta 01 
dcll'angolo {Ky 7), ovvero un ribaltamtnto del piano 0/^sul piano 
^^7; I'altro ribaltaraento h dato da 



_/0, J, -K\ 



^^^i dei due ribaliamentl di un. piano in un altro resta fissato 
y^lx^ il senso, quahdo sia dato il senso della rotazione positiva sul 
^^o normale ai due piani dati. 

§ 9. — TeorenU. 

In ci6 che segue <r, , (x, , (x^ , ... soncr collineazioni, e poniamo» 

f =^ I) 2> 39 * * * > 



<s, = [W,, a,], A, = rapp<T,. 

Teorema I. — Se Ry S sono sistetni linear! di F, , se c. h col- 
^tieazione invertibile tra le ^ e le 5, se (r^fT, — =0, e se X = <Xj(y,(r7', 
^llora : i** X i una collineazione tra le F, di 5 e le F, di a^a^^; 
5t** tl centro di X i la posizione del corrispondente rispetto a (x. 
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dclla foniia centro di a, [centro \ zz: posiz a. (centiD 9j( 3* b k 
di X i il luc^o delle posizioni delle corrispondead ri^ieno a o; dc 
F| giacenti in J? e in base a.. 

Dim. — Sia Q una F, di R. DaUa / del S 6 si ha 

Sostituendo nel sccondo membro al posto di a^ Q il Talore ds 
dalla I del S 6» si ha dopo semplid sviluppi e ancora per b 
del S 6, 

Se poniamo a,(2 = '*» s^ l^* che (2 = ^r^> percht a, 4 inv< 
tibile tra le X e le 5» e quindi la (i) diviene 

Quctta formula dimostra il teorema, perchi XP 6 funnone ! 
ncare di P e di a, [F, e percht, essendo <t, jr,-=:o, le P apps 
Cenenti alia base di X sono quelle tali che (<r7'^^i = o« 

CoaoLLAaio. Se, stando le ipotesi del teorema I, si ha che a, , 
iono omologic, allora, X h un'oipologla, centro X = posiz a, (centre a, 
bafie X .:= poiia (T, (base (T,), e rappX = rappa,. Infatti in tal ca! 
R:.,S:sV, c quinJi X <r, [K, = <r. a, JT. = a, (A, JT.) = A, (<r. fT.) 

II lettore pu6 verificare fadlmente che se nel teorema I si poi 
potls J? := base e, , posis S = base 9, e 9, , 9. sono prospettiviti, 1 
lora X A un*omologia sul piano base 9,, e per posiz X si ottiene 
nota proprietii delle proiezioni da due centri diversi di una figni 
plana in un piano. Analogamente, se si pone posiz J? = base <r, 
e, , 9, sono prospettiviti, allora X t un'omologia sul piano base 
e per posiz X si ottiene la nota propriety della proiezione in un piar 
di due sistemi piani prospettivi. £ noto che le due proprieti oi 
ricordate sono fondamentali per la risoluzione dei problemt proie 
tivi nella geometria descrittiva. 

TBoaB)CA II.— Se J?, S, T sono sistemi linear! di F, , se 9^ 



2' 



f\ 
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mu coUineazione tra J? e 5, se or, i una colUneazione tra S e T, 

base 9 =: base a. ' 

' M, allora: 

ccntiD ff, z= centro a,| 

i^ ff^a, i una coUineazione tra jR e T; 
base 9^ a, = base a, 

{centro <r,a, = centro ff, 

i centri delle coUincazioni a, , (x, , <t^ <r, sono in linea retta 

Ic basi delle collineazioni cr, , cr, , cr^ <j, passano per una retta 
4* rapp (a, (T J = (rapp a,) (rapp aj. 

Dim. — Se P i una F, Ji R, allora per la I del § 6 si ha 
facilmente che 

(a) a,<T.P = p + (P«.)fr. + [P«. + (P«.)(fr.«,)] w,. 

Se supponiamo base cr, = base cr, , allora 
®^c ife 4 un numero, e la (2) divicne 

C3) <x,(i.p = p + (P«.)[^. + H, w;\ 

' Sviesta formula dimostra immejiatamente le prime tre parti della 
f^i^ Dalla (3) risulta che <t,<j, = [W, a J ove jr= JV, + kh, JT,; 

* Ha che 

* 

^uesta dimostra la terza parte della tesi. 

In modo analogo si dimostra il teorema quando centro 9,= 
*^Titro <f^ cio6 fT, = Jt fT,. 

CoROLLARio I. — Se stando le ipotesi del teorema II si ha che 
^j, a, sono omologie, allora (x^cr, b un'omologia. Infatti A,, A, non 
^Ono nulli e quindi rapp((y,<j,) non 6 nuUo. 

CoROLLARio II. — Se stando le ipotesi del teorema II in alto si 
ha che a, , a^ sono prospcttiviti e centro cr, i un punto airinfinito, 
Hend, Circ. MsUem.^ t. XI, parte 1*.— Stampato Tix roarzo 1897. 11 
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allort lim9,a, sslima,. Infatti la forma limite di <r^9. 6, per 
cose precedenti, « + [(^, + tA, ^f^O«]a, = a> + (Jr,»)«, 
& la forma limite di c^. 

II lettore pu6 facilmente verificare che, se c^ h una prospettivi 
a centro e base propria, se r= ^ e <j, i una rotazione di S i 
tomo a base c^ o 6 un ribaltaniento di S in J?, allora le proprie 
della omograGa proiettiva posiz(9,a,) danno le note propriety d 
centro t della retta limite di una prospettiviti fra due sistemi pia 
quando uno dei piani ruota intonio alia base della prospettivit^ (* 
£ noto che la propriety ora ricordata i fondamcntale per la risol 
zione dei problemi metrici ncUa geometria descrittiva. 



ToriBD^ geooilo 1897. 
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(•) Conserviamo le notazioni indicate nclla nota a pp. 76-77 per una proie-^*" 
zione centrale. Sia a un piano non paralle'o al quadro e non uscente dal centre^ 
di protezione, e sia s una retta di fronte di a. Sia Qgt,, i*omo!ogia (piana sul 
quadro) che ha per base l*iinmaginc di 1, per retta limite Ii rttta di fuga /a 
del piano a e per centro il ribaltaniento sul quadro del centro di proiezione, es» 
scndo tale riba^tamento fatto intorno ad /a in un dato scnso. L*onio!ogia Q^^ 
applicata alPimmagine di una figura di a di I'immagine del riba^tamento della 
stessa (igura sul piano di fronte che passa per la retta s. Se a, , oc, sono piani 
paralleli soddisfacenti aPe condizioni di a e 5, , 5, ^^^^ ''^^^^ ^^ fronte di a, e a, 
allora le omo^ogie Oa,,!, , ^at'a hanno a coniune la retta limite e il centro se 
i ribaltimenti si fanno nello stesso senso; in conseguenza na„i| =b Oa^,$2 so!o 
quando le rette i, , s^ stanno in un piano uscente dal centro di proiezione. Come 
abbiamd giii indicato (Rivista di matematica, vol. IIj questa propriety h uti*is> 
stma in geometria descrittiva. Si ottiene p. cs., Timm-igine del contorno appa- 
rente di una superficie di rivo*uzione applicando Pinversa di un omologia O^, al- 
Tinviluppo di un sistema di circonfcrcnzc che sono le immagini dei ribaltaroenti 
dd t>aralleli fh ud sistema di piani di fronte^ sistema che resta individuato dall'o- 
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SUL PRINCIPIO DI DIRICHLET. 



Osservazione del Prof. Vito Volterra, in Torino. 



AdttiuiiM del 28 febbrajo 1897. 



I. In quasi tutti i corsi sulla teoria del potenziale newtonitno 
^ »ogaritmico si suole esporre la Jimostrazione di Neumann sut 
P^Ocipio di Difichlet (*). 

Ma nella trattazione del detto metodo si incontra ordinariamente 
^^^ difficoltl, la quale, senza infirmare il metodo stesso, pu6 dar 
^Ogo a qualche oscuritJi. 

In un corso di lezioni del 1888 (**) tentai superarla, ed alcuni 
^5«i coUeghi avcnJo sperimentato favorevolmente la osservazione 
^^e feci in proposito desidcrarono che venisse pubblicata, il che mi 
P^rmetto di far qui brevemente. 

Notcro ancora che ci si pu6 valere della stcssa osservazione 
^eir esporre il metodo di Robin per la determinazione della density 
d*uno strato di livello (^*) e cosi in alcune altre questioni analoghe. 



O Ueber die Methode des aritmetischen Mittels I, 11 Abh. XIII, XIV Bd, 
d. Abh« d. K. Sichs. Gesell. d. Wiss. 

(^) In qucll*anno mi limitai al potcnzta!e logaritmico. II Dott. Bigiavi 
in un corio successivo appilc6 lo stesso procedimento al potenalale newloniano. 

(^ G)mptcs Rendus dcs stances de I'Acaddmie des ScifittMi, 1 CIV» 
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a. NoQ star6 a spiegare in che cosa coasista la dimostrazioQe 
Ji Nv*ur.iann e mi varro scnz'aliro Jclla denominazione di fun- 
^iomi aggiunta ormai generalrnente adottata. 

Col metodo di Neumann si giunge a provare che st U h 
una fuQziooe finita e continua data sul contorno convesso e P & la 
sua aggiuntiy si ha 

oscillaxiooeP 



osdllaxione V 



<^<i. 



in cut X i un numero indipendente dalla funzioue (7, ma che di- 
pende solo dalla forma del contorno. 

Tale dimostrazione & pienamcnte rigorosa quando h possibile 
dividere il contorno in un numero finito di pezzi in ciascuno dei 
quali U h superiore al suo valore medio (*), mentre negli altri i 
inferiore o eguale al valore medio stesso. 

Ma nel caso del potenziale Ic^aritmico in cui il contorno h una 
linea si vede facilraente che questo fatto potr^ non presentarsi quando 
la funzione U h un numero intinito di o^cillazioni pur essendo con- 
tinua» e ncl caso del potenziale newtoniano si comprcnde facil- 
mente che la detta divisione in due parti del contorno dari luc^o 
a difficob^ ancora maggiori. 

Per togliere nelle dimostrazioni ogni dubbio, che perci6 potrebbe 
presentarsi» baster^ provare che ogni funzione finita e continua U 
pu6 mettersi sotto la forma di una serie convergente in egual grade 

1 

in cui per ciascuna ^ U^ pu6 cseguirsi la divisione del contorno 

I 

in un numero finito di parti, in alcune delle quali ^ V^ sta mag- 

giore del suo valor medio, mentre nelle rimanemi h minore o eguale 
al detto valore; giacchi, una volta Jimostrato questo, avremo che 



(*) Per valore medio intendo qui la media fra il massimo ed il minimo 
valore della fuoxione. 
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la scric delle funzioni aggiunte P = 2. -^4 ^^^^ P"^^ uniformemente 

I 

coDveigeote, e 

oscillazione ^ P^ 

^— <>, 



oscillazione ^ U^ 



qoindi il rapporto 



oscillazione ^ P, 



oscillazione P , 

oscillazione U .,, . ^ tt 

osallazione j^ u^ 

I 
oon potri superare X. 

3. Ora il detto teorema nel caso in cui il contorno in cui 6 
Qcfinito U 6 lineare si dimostra cosi. 

La U pu6 ritenersi come una funzione di una variabile x defi- 
^^^ in un intervallo (ab); onde, considcrando x, y come un sistema 
* coordinate canesiane, y = U(x) rappresenteri una linca L nel 
P^'^oo .t, y. 

Oividiamo (ah) in n^ parti in modo che entro ciascuna di esse 

^ iaccia una oscillazione minore di — :-. Prendiamo i punti di L 

^^^ hanno per proiezione suU'asse x i punti di divisione, conside- 
'^^^Uo la spezzata che ha per vertici i detti punti di L, e chiamiamo 

"^ ^^^^Ji(x) la sua equazione. AUora la serie (i) sari subito costruita 

^""^^idcndo 

Nel caso in cui il contorno sia una superficie convessa proiet- 

^^^ola da un punto intemo sopra una superficie sferica avente il 

^^tro in quel punto. Potremo evidentemcnte considerare U come 

^^ funzione dei punti delia superficie sferica e determinando questi 

^^Xiti mediante la latitudine e la longitudine <f, potremo conside- 
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rare U come una funzione di e 9. SuppoocDdo poi die t, % 

siano un sistema di coordinate cartesiane, avremodie t = C7(l,^^ 
rappresenteri una supcrficie che si proietteri sol piano I, f 
un rcttangolo di lati rispettivamente egoali a « e a ax. 

Si divida questo rcttangolo coUe parallde a^ assi in 1^ 
tangoli in modo che corrispondentemente a dascono £ en b osdl* 

lazione delta funzione ;; = (7(6, 9) sia minoce £ -r- (*) e si tf^ 

icriva cntro la superficie una supcrficie poliedrica a frsde triaoS^'' 
lari i cui vcrtici si proicttino nei punti di divisioae. Sc ^=/^(l, ^ 
b rcquazionc di qucsta superBcie poliedrica, si octcrri la serie C^^ 
prcndcndo U^:=^f^-- /<., , /o = o. 

4. La dimostrazione fatta ncl § precedente nel case dd cootori'^ 
lincaro consiste nel dcdurre dal principio della coodnoiti nnifbosi^ 
la propriety che ha qur.lsiasi funzione (inita e continua di poceis^ 
conildcrare come limite di una funzione finita e condnua avemU 9$ 
nHm$r0 limiiato di massimi e di minimi, la quale tende uoiforme- 
monte alia prima. 

Quetia propriety giova in varii casi, oltre che nella dimostn- 
alone del principio di Di rich let. G>sl, per esempio, tenendoconto 
chi una funzione fmita c continua che ha un numero limitato dl 
mifilmi di minimi h sviluppabile in serie di Fourier onifonne- 
mcntc convcrgentCi potremo concludcre senz'altro che c^ni fiinzion^ 
ftnita e continua ammette una rapprcsentazionc mediante un poli- 
nomlo iinito di Fourier con una approssimazione data qualsiasi. 

Qucito bel teorema che il P i c a r d (**) deduce dalPintegrale di 
Poltton e dal quale egli fa dipendere una celebre proposizione di 
WeierstrasSf risulta cosi provato in via immediata e diretta. 

Torino, 15 febbrajo 1897. 

VlTO VoLTBttA, 



(*) Ci6 potrA farsi giacch6 1e funzioni continue di pi2l variabill sono, al 
pari dl quelle ad una variabiles uniformemente continue. 
(^) Trait* d*Ana!ysc, Tome I, page ajy. 



SOPRA LA COSTRUZIONE DEL GRUPPO DELL'ICOSAEDRO. 
Nota del Dr. 6. Bagnerai in Palermo. 



Adnoaaift del iZ febbrajo 1897. 



II sig. H. Weber al § 52 del secondo volume del suo eccel- 
*^te trattato « Lehrbuch der Algebra » si propone di costruire un 

"^Ppo finito di sostituzioni del tipo ( jc, -— ^ j , die possegga 

'^ poll (Juintupli, 20 poli tripli e 30 poll doppi. Le costanti a, P, 

T^» o sono sottoposte solamente alia condizionc di essere scelte nel 

^**npo dci numeri immaginari in modo tale chc il detcrminante 

^* — Py risulti diverso da zero. Un tale gruppo esistc di fatto ed 

^ •! notissimo gruppo deU'icosaedro. 

Per costruire qucsto gruppo TAutore osserva anzitutto che, am- 
^sa Tcsistenza, esso, od un suo isomorfo, contiene necessaria- 
'^^^Otc le sostituzioni 



e = (x, ,xl i==(x, -^), 



^^^ve g 4 una radicc immaginaria quinta deiruniti, e trova che al- 
^^*"* i 12 poli quintupli sono o, 00 cd i numeri espressi da 

f^ft), e^w', (X = o, I, a, 3, 4) 
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posto 

« = « + «% «' z= «• + iK 

II gnippo che si cerca, che h di grado 60, deve necessariamen^ 
coDtencre una sostituzione x fuori del gruppo diedro determin 
da O e 4^. I 12 poll quintupli debbono essere permutati transiti 
niente dalle sostituzioni del gruppo, e perci6 possiamo scegU 
come sostituzione x ^^^ ^^ quelle che portano il polo 00 ncl 
(a; allora, dice TAutore, w i uno dei poli della sostituzione x~*^ 7 
invece, avrebbe dovuto dire, secondo le definizioni poste, di x^X 
Questa iniwertenza pcnnctte airAutore di stabilire delle relazi 
tra i cocfficienti di x* ^^ ^^^^ contrario, seguendo quel proce 
mento, egli sarebbe pervenuto ad equazioni illusorie, come si p 
facilmente prevedero. Del resto, la sola condizione imposta alia 
di cambiare 00 in », non pu6 condurre alia forma che gli 
buisce TAutore, perchi, nel gruppo deU'icosaedro, esistono effet^^ 
vamente sostituzioni che scambiano 00 in » e che non sono 
quella forma. 

Lo scope di questa Nota i di accennare un semplicissimo 
f^ionamcnto che, senza usciro daH'ordine di idee in cui si h 
TAutore, ci pcrmctte di calcolare i coefficienti di una x iQ modc7 
dirctto ed immediate. 

La sostituzione ^ porta 00 in o e tutte Ic sostituzioni del gruj^o 
che prt>ducono lo stesso effetto sono della forma ^o\ Esse sono 
5 e, come h facile veriRcaro, sono tutte di grado 2; ma, siccome 
11 gruppo deve avere 30 poli di secondo ordine, e perci6 15 sosti- 
tuxloni di grado 2, una qualunque delle altre 10 cambierii il polo 
00 ill utio del poli c^ca oppure in uno dei poli e^ci>'. Tra queste 10 
vc ne sar^ ccrtamente una che scambia 00 in &>. Infatti, se una di 
esse portnsse 00 in uno dei poli c^m', la sostituzione di grado 2, 
cho te no ri:ava cambiando la radice c in c\ porterebbc 00 in uno 
del poli c^m; dippiCi, se non 6 X = o, la trasformata di quest' ul- 
tima sostituzione, mcdiantc 6^, 6 pure di secondo grado, e cambia 
00 in ft>. 

DunquCi il gruppo che si vuole costruire» contiene necessaria- 
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aeati una sostttuzioae del tipo 



H"'^)- 



Is quale trssfonna poi il polo o in - 



, Siccome o ed 09 



SODO i due poll di una stessa sostJtuzioae, lo siesso avvieoe per cd 
e Pu' che sono i trasfonnaii medinnte X'l "'^ " S'' ^''^ °°" po*" 
SODO essere i due poli di una stessa sostituzione, perclii allora do- 
vrebbero essere tali i trasformati mediante e', cio4 t^u ed e'^w, e 
cosi si avrebbero due sostiluzioni con un solo polo e^u in comune, 
Quiadi flu' devc essere della forma t'lo', e pcrci6 ^ h una potenza 
^ t; in aim tertnioi, ^ i della forma 



» 



{'■"-^y 



Dippi£i, diciamo che Tesponente X 6 nullo. lofaiti, se fosse al- 

tamcDti, il trasformato di w' mediante /, che 4 -; , non es- 

scQcio zero, i della forma e°w o della forma e"oi', con « imero; 
«Iora, ill eotrambl i casi, si concluJcrcbbc che la differenza 
' — e~' di due radici quinte diverse dell'unitl 6 reale. 

Concludiamo dunque che il gruppo che si cerca contiene la 



-{'■^y 



Jjr • le tre sostituziont 9, |, x, generano effettivamcnte un gruppo 
&rado 60 che soddlsfa le condizioni volute. 

Palerino, 38 febbrdjo 1897. 



Rtnd. Cire. Ualcm., t. XI, parlc i*.— Stanipaio il i8 nurio 185 



SULLO SVILUPPO 
FUNZIONE UNIFORME DI VARIABILE COMPLESSA^i^ 

DOTATA DI SINGOLARITA ISOLATE. 
•SfiRIE COLLE CARATTERISTICHE SEPARATE. 

Nou di F. Buooa, in Palenno. 



AAoMBiA 4«l st fiMn|o 1897. 



I. Dato nel piano della variabile complessa un insieme d'tnfi*^ 
aici piinci i^atii colle affisse a^ > n, » . >. . 9| • . • . in guisa die si 
p<ys9M6 ordinare le quamiti ^o > ^i > ^a • * • P^ ordine di gran- 
dezza dei lofo moduli (disponendo in queirordrne che si vorri^ quelle 
di esse che han lo stesso modulo) (*), e data, corrispondentemente 
a ciascuno dei punt! a^, una serie di potenze intere e negative di 
X'-ait senza termine costante, convergente in tutto il piano tranne 
che nel punto a^ ; t noto (*^} come si posia sempre costruire un'e- 



(*) Volendo usare le denominazioni del Cantor « Beitrige zur Begrfln^ 
dung der transfiniten Mengenlehre » (Math. Annalen, Bd. 46), diretbo : £ dald 
un insieroe ordinate di punti nel piano, il cui tipo ordinaton h (n, cio^ un in- 
sieme la cui potenza h aUph-iero e tale che di due element! a^, a^i (v h un 
nuroero cardinale finito) viene ay prima di av+„ quando I ay I < lay^.,1 e, nel case 

di I ay I =■ I«^h'» q«*an<io arg. a^ < arg. fly^,. 

(•♦) Cfr. G. Mi ttag-Leff ler: « Sur la representation analytiquc des 
fonctions raonogfenes uniformes d'unc variable ind^pendante (Acta Mathematical 
t. IV, 1884). 
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spressicne analitica, la quale rappresenti una funzione analitica/(x) 
^veme per punti critici i punti a^, a^, a^ ... colle caratteristiche 

O I J G, ( I , GA ) . . • , cioi una funzione 

^e nelPintorno di dascuno ddi punti a^ h rappresentabile sotto la 

forma 

^ssendo f(x — a^ una funzione olomorfa neU'intorno di a^. 
L'espressione h la seguente : 

in cui Pi(x) son dei polinomi in x, i cui gradi, in generate, cre- 
scoao con /, costruiti in guisa da rcndere coi^vergente, neirintomo 
di ogoii* punto^ x a distanza finita,^ la serie delle caratteristiche, ed 

in cui ^of™) Indica la caratteristica neU'origine, che si suppone 

cagaspoodeau > al vtlore a^, 

£ nafjC^ancora che, in casi speciali, possono esistere- diverae 

ieggi.di.fc^naziooe dei polinonu Pi(x), e pu6 anche avvenire che 

possano scegliersi polinomi Pj coi gradi tutti inferior! ad un numero 

^nitPf i quali pec- cooseguenza posson considerarsi tutti dellostesso 

^rado finito, che noi vogliamo indicare con m — i. 

Qu^Qdo ci6 avviene, awemo dunque una serie, U cui tenmoe 
^enerale i 



«'(ir=:7) -'■■(* 



dove Pi i un polinomio variabile con /, ma di grado^ costante 
m — Jy. e npi diremo tal serie uno sviluppo d' or dint m. 

Si faaooQ sviluppi d'ordine*. finito, quando le singolariti^ nei 



^i 



k iticcA. 



pund Hi soqo singolaritik polari di ordine p le pi& generaliy per 
guisa che si ha 






ed esiste un numero finito m ule che le serie 



4'^ 



(1=1, 2, .•./) 



sian convergent! (*). Ma se le singolariti^ non sono singdariti po- 
lari, ovvero se, essendo singolariti polari, I'ordine del polo dipende 
da / in guisa da crescere indefinitamente al crescere di /, owefo 
se rinsieme h tale che non sia possibile trovare un numero finito 

m, pel quale le scrie ^ — j^, sian convergent! (come p. es. av- 

viene se H; = log /, ovvero h^ z= log log /, . • . ed j<| = i), allora 
non si pu6 dire, senza ulteriore esame, se cdle caratteristiche e 
coirinsieme dato possano formarsi sviluppi d'ordim finito. • 

2. I teoremi di Mtttag-Leffler e dtHermite sono molto 
utili quando data una funzione uniforme f(x) avente singolaritik iso- 
late, si voglia svilupparla in serie coUe caraneristiche separate; con 
essi per6 rimane incognita una parte dello sviluppo. Formando, in- 
fatti, le caratteristiche per mezzo della nota formola di Laurent 

dove Yi ^ un cerchio descritto col centro in ii| e di raggio suffiden- 
temente piccolo perch& esso stia neirintomo di a^, si pu6 col pro- 
cedimento del Mittag-Leffler, in ogni caso, e con quello di 



(*) H e r ID 1 1 e : « Sur quelques points de U thtorie des fonctions ». (Acta 
So^letitis Sdentiarum Fennicse, t. XII; Journal fOr Mathematik, Bd« 9a). 
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Hermite, in casi special!, formare un'espressione analitica F(x), 
cfte ha Ic medesime singolariti dcUa funzione /(x); aliora la diffe- 
rtaza/(jc) — P(,x), non aveodo piili singolarid a distanza finita, k 
imt fanziooe ioiera che resia igaoia e che bisogna delennioare caso 
per caso. 

Ci proponianio di dare un metodo per la formazlone, in geae- 
rale, di tale funzione intera; ma, appunts perclii possono esistere 
della fiiQzione data f(x) parecchi sviluppr, diversi, in scrie colle 
caratterisitche separate, porremo la questione nei termini seguenti : 
Dala una funzione f(x) uniforme, avente singolartlh isolate, e 
data una Ugge di coslru^ione det poUnomi P, tali che la terie 



S[«.(.-is)-'*>] 



I 



•"« convfrgentt uniformtmintc nell'tnlorno di ogni panto a distanza 
■A*iVfl, diverse dai putiti a,, diUrtninare la faniione inltra g{x) cbt 
^*>gna aggiungere ad asa affinche sia 

C.) /w = ,w+G,(-i-) + |[G,(^)-p,w]. 

S'intcndc che noi vc^liamo riferirci a quei casi, in cui il me- 

^ «do slesso per costrutre i po!inomi P, non costruisce la funzione 

■^g(x}. Dimostreremo, infatii, in seguito (n° 6) che della funzione 

%isie uno sviluppo d'ordine non superiore ad r -\- i, quando si 

pa6 trovare un numero finlto r in guisa che r - si mantiene in- 

feriore ad un numero fisso mentre x si muove su una circonferenza 
qiulnnque d'una successione di circoli, che banno i centri nell'ori- 
gine ed i raggi Indelinitamente crescenti, e che non passano per 
alcuoo dei punti singolari. II metodo, che daremo per la formazione 
del poUnomi P,, di \o svituppo completo della funzione senza I'in- 
delenmnazione di qualche sua pane. 



3. Per metterci nel caso pli^ generate, supponiamo che in (i) 
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il grado del polinomio Pi sta m^ — i, variable con I, sicchi si abbii:^ 



•/—I 



PenstapiQ ad una successione qualunqu^ di npiijicsi pcufUvi cre- 
scenti indefinltamqate J?, , i?, , . • • J?| • • . , tale per6 cbe sidle 
vane circonferenze C, , C, , ... Q • . • > che hanno il centro nel- 
Torigine e per raggi R^, J?, , . . . i?| • • • , non cada alcuno d^ 
punti a^ ; dentro uno qualunque dei cerchi Q troxasi adunque un 
numero limitato di punti singolari per la funzione /(^)^ 

Partiamo dalla relazione 

in cui il segno sommatorio va esteso a tutte le caratteristiche reUr 
tive ai punti Oj^ compresa I'origine, che cadono dentio Q, e che 
supporremo in numero di ff^ > x i un punto qualunque intemo a C| 
diverso dai punti a^. Tale relazipne i valida solo dentro C| e si 
ottiene colla consideraziope chcj avendo la funzione f(x) dentro Q 
un numero fiaito di punti singolari, ed essendo continua al con* 
torno> h lecito applicare il teprema dei residui di Caucby. 

£ evidente che^ se nella relazipne precedente facciiaqio crescere 
indefinitamente h, potremp anche rappresentare la f(x) sotto forpn^ 
d'un limite 

e» sotto questa forma, x pu6 essere un punto qualunque del piaoQi 
diverso dai punti ai. 

Questo modp di rappresentare la/(jr) h valido qualunquq sia 
la funzione /(x), purchi dotata di singolaritii isolate. La funzionis 
intera ^(x), che entra nello sviluppo (i), resteri adunque determi- 
nata dai due djfferenti modi (i) e (2) di rappresentiuae la/^x^ sen- 
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vendo la (i) nella fonna 
c sooraendone la (2), si ricava : 



owero 



(3) gix) = lim [£*» i<T^.., + I'^'^i.,'"] . 

avendo ail'integrale sostituito il suo sviluppo in serie, valido dentro 
^ cerchio Q» ed avendo indicate con n^^^^ il residue della fun* 

f(z) 

zione -^ nel punto n^. 
\, 

4. Supponiamo chc lo sviluppo (i) della funzione f(x) sia del- 
I'orfUoe m; allora la doppia somma 



IZ^..*' 



Wenc ad essere la somma d'un numero finite di polinomi tutti dello 
^te^so grado m — i, e per6 si pu6 mettere sotto la forma d'un po- 

^''^<^mio unicoy i cui coefficient! son somme chc, al crcsccre di *, 

^'^^^ntan serie; cioi si pu6 rapprescntare con 

•1.1 n 



In tal caso la (3) si pu6 scrivere : 



^-1.) i(x) = Hm £*• ^(a^.^ + A,,) 
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coDvenendo di assumere 

A^^ = per tutu i valori di v, 

Ai^ = Ai^^, = ...=01 • • » /. 

Ora io dico che si pu6 in (4) passare al limite termine a ter- 
miner e quindi si ha; 

(5) ^. ^ ^ ^ ^ 



In&tti, derivando la (i) e la (i*), e designando con /^^(x), 
^W(x), i^>(x), G^f\x) le derivate (i'~ rispetto ad x di /(x), 

^(*), P,(*), g/ ^_^ Y si ha che la derivata pt*- di /(*) h rap- 

presentata b tutto il piano da 

e dentro al cerchio Q da 

Applicando poscia alia f^^(x) lo stesso procedimento usato per 
la /(jc), si deduce : 
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per cui la (5) restt pienamente dimostrata. 
Dalla (5) si ricava che la serie 

cio4 la somma dei residui delta funzione <^ relativi al punto zero 

tA ai t>unti a^ a distinia fintta^ k contergedte quando v ^ ^; e 
P'er6 9 midnid valmt di fh noti pu6 essere inferiore A minimb Vi- 

lore di v, per cui la serie dei residui della funzione ^^^ h con- 

veigente; cioi non possono esistete poiinomi P^, di grado costante 
^ — I, tali che m sia inferiore al detto valore minimo di v. 

5 . 06 posto, partendo dalla fbrmi (4) dl Wippr^etiiaft U /(*), 
cbe si pu& scrivere : 

fo /t»)-!ta[£''|w+|e,(^)] 

od 



anoora 



^ **%3Ulldt) che, %t f(x) atnmeite uno sviluppo d'ofdine m, il limite 



«* 



lira 2;^* 2- ^v+../ 



4e in virtit della (5), ed i una funzione intera di x, si conclude 
P^^*" la f(x) il seguente sviluppo : 

< i un particolare sviluppo d'ordine m% 

Rfind, Circ, Matem.p t. XI, parte i\— Stampato il 19 jnarzo 18^7. ij 
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Dunque : Se una fun^one uniforme f(x) ammeiie una smluppo 
d'ordine m, caratteriiiaio dai poUnomi P^, essa ammHierh ancbe Jo 
sviluppo (6). 

Tale sviluppo lo diremo principalis in quanto che, se la ftm- 
zione non ha lo sviluppo principale (6), non pu& ammettere certa- 
mente altri sviluppi d'ordine finite. 

Perci& le condizioni necessarie e sufficienti, alle quali deve sod- 
disfare una funzione uniforme, dotata di singolariti^ isolate, affinchi 
di essa esista uno sviluppo d'ordinc finito, si riducono alle condi- 
zioni di convergenza dello sviluppo (6). 

Quindi, tenendo presente la formola (2'% si ricava che una 
fun^iant uniforme f(x) dotata di singolariih isolalt, ammeiie uno ivt- 
luppo in serie d'ordine finiio m allora e solo allora quando la serie 



£,•>. 



jH^J 



converge in iuOo il piano uniformemenie. 

6. Passiamo a dimostrare il seguente teorema: 
Se una funzione f(x), uniforme, con singolariih isolate, h tale 
cbe esisie un numero finiio r per cut 



JC^' 



si mantiene inferiore ad un numero finito My quando x si muove sulle 
circonferen^e Q , la funzione f(x) ammeiie lo sviluppo principale d'or- 
dine r + i. 

Invero, Tintegrale 






X 



dentro al cerchio Q si sviluppa in serie di potenze di x, la (]aale, 
arrestata alia potenza jp^', dk : 
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s^^, h una quantitii dipendente da x, ;;, r, tale per6 che> fissato 

c comunque, e qualunque sia r, pei valori di :( di modulo supe- 

rlore ad un certo N >• o, convenientetnente sccko, h \t^^\ <^ tq 

(7) essendo un numero positivo dato a priori). Quindi, conslderando 

le drconferenze Cj^ di ragg^o maggiore di N, si ha 



l^i^Ja^^^' + •->''^, 



W 






QU per i = 00 , lim J?j^ = 00 ; dunque si ha 



liSiS/i-c+''">^'= 



q^alonqiie sia x; val quanto dire che la serie 
P^ ^ ^: 00 ha per limite zero qualunque sia x; e per6 si ha 

qnattaov = r + i, r + 2, ... 

I^Ila (2") ricaviamo dunque, pooendo m:=zr + i, 

/(x)=to|[c,(j^)+i..«^] 



i W- + G.(i) + I ['^•{^) + t'-M^-] . 



^^ ^ lo sviluppo prindpale d'ordme r -f <« 



i 



7. Appljchpfemp le considcmfionl svotte ad un c^mnpio. 
La funzione cqkx ha per poli semplici, coi residui cgiiaU all'u- 
nitily i punti 

!fe/w. (/=o» I, a, 3, ...) 

Neiriotofpo deirori^c ba lo syiluppp ) 

cot JC = ^ ' + -i 2 . . 

JC 1.3 1*2.3.4 

in cui B,, B^, ... sono i numeri di Bernoulli (*). 
La somma dei residui delU (unziooe 



cotx 



non i convergente, dunque (n^ 4) U piinimo ?alore di m non pu6 
essere inferiore ad i; ma m pu& scegliersl cgualc ^d i, perchi si 
pu6 dimostrare che, posto 

Z 

|cot;i:| resta sul contomo Q minore d'un numero fisso M, comunqne 
grandc fi^ h C*). 

La funzione cotJc ha dunque lo sviluppo principale di i^ or- 
dine, che, in questo caso coiqcide con quello di Hermite: 

Per questa via si ba il vaqtaggio di iver determinato la fun- 
zione intera, che rtsta incoguita con quel metodo, e che si riduce 
alia Qostante zero. 



O Cfr. C e s 4 r o, Analisi algebrica, pag. aSa. 
r) Picard, Traits d'Aoalysc, <, H p, i4s. 
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superiore ad m; dunque le serie 

(7) Z^'i-^d 



(v^«) 



sono convergent!. 

Or si pu& vedere facilmente che la serie (7), per ogni dato 

V ^ Iff, & la somma det residui relativi d pund a^ , esdusa Tori- 
gine Ho 9 della funzione 

a meno d'un fattor numerico finite. 

Avevamo appunto osservato alia fine del n*' 3 che tali serie per 

V ^ m sono convergend. 

Suppongasi che le singolariti della fiinsione f(x) siano singda- 
riti polari di prim'ordine, sicchi si abbia : 



'\x — V x — a, 



In tal caso le serie (7) sono, a meno d'on fattore numerico^ 






Tali serie adunque debbono esser convergend, se la funzione 
deve avere uno sviluppo d'ordine finito m. Se pen d fa I'ipotesi che 
sia convergente la serie 



R, 



ar 



per V = m, 



aliora, come ha dimostrato Hermite, la funzione ammette uno 
sviluppo d'ordine finito m; e precbamente, posto 
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a: 

Or bene questo sviluppo coincide coUo sviluppo principale (6), 
ohi si trova £idimente 



Dunque, quando ad una funzione, dotata di singolarit^ polari 
di prim'ordine, h applicable lo sviluppo di Hermite, la funzione 
inteia chc completa lo sviluppo i data [n*' 5, (6)] da 



iK*) = 2L* 2.^**wt' 



Palermo^ 18 febbrajo 1897. 
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SOPRA UNA TEORIA GEOMETRICA DELLE SINGOLARITA 



DI UNA CURVA ALGBBRICA PIANA. 



Memoria di Mioholo do Franohis, in Palermo. 



iUttMSM dtl aS fbbbnifo, 14 • at m§no 1I97. 



Introdumione. 

La teoria dei punti singolari delle curve algebriche, con me- 
todi analiticiy pu6 dirsi completa dope le importanti ricerche del 
Puiseux, del de la Gournerie, del Cayley, e special- 
mente dopo quelle che vi consacrarono rHalphen, lo Smith, lo 
Zeuthen ed il Noether. 

II fondamento di queste tcorie dei punti singolari h la defini- 
zione di ciclo. 

Un teorema del sig. Noether dii luogo ad una definizione 
geometrica delle singolariti^ delle curve plane algebriche; in essa il 
punto singolare appafe come la riunione, in senso preciso, di diversi 
punti singolari ordinarii, coll'eventuale aggiunta di punti di dira- 
mazione (*). II teorema del Noether, dal quale deriva la defini- 

(*) Di una definizione analoga, per le singoIarit4 delle superficie algebriche, 
s'^ recentemente occupato il prof. Segre in un*importante Memoria dal titolo: 
Sulla scomposiiiofu dii punti singolari delle supirficie algebriche (Ann. di Matem.« 
t, XXV, . 1896). 
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I OS 



I 



zione anzidctta, ft il scguentc: Si pu6, con un numero finito di tra- 
sfjTfuai^ioni qttadralUbe del piano, traiformare una curva dotala di 
pvnii mnllipU quatunqut in una curva dotata di soli punli miiUipli 
orJinari : la Jefinlzlone (net senso di Noethcr) di una data sia- 
golariti risulta allora daI!o studio dell'effetto dcUe diverse trasfbr- 
mazioni quadraiiche impiegate a risotverla. 

Un allro tcorema di ugunle importanza, che i dovuto pure al 
Noether, riguarda la possibiliti di riferire, con una trasformazione 
Irirazionalc, ilna carva algebrlca dotata di singolaritJL qualunque ad 
una cjrva dotata di soli punti dnppi ordinari. 

Si sa che, data del clclo una definizione quatsiasi, si pu6 di- 
iTWstiare, che, per mezzo di una qualunque trasformazione birazio- 
nile della curva cui il cicio appartiene, ad esso corrisponde un cido 
delta curva trasformaia. 

Viccversa peri si capisce come, panendo da trasformazioni bira- 
zionali della curva, si pu6 definire geometricamente un ciclo, in virtOi 
di uno qualunque dei due sopradetti teoremj del sig. Noeth er (*), 

In qucsta Memoria mi propongo la trattaaiione geometrica siste- 
matica delle singolariti delle curve algebriche piane. Per fare ci6, 
panirb da una definizione del ciclo che ho gil esposto nella Me- 
tnoria : Sulla curva hogo dti contatti d'ordine k delU curve d'un 
fascio collt curvt d'un ststema lineare oo' (Memoria 11') (Quest! Ren- 
diconti, t, XI, 1897) 5 4, n" jo. 



Supporr6 che il lettore conosca la tcoria delle curve algebriche 
dotate di singolariti ordinarie, delle trasformazioni quadratiche del 
piano, le g^neraliti sulle trasformazioni Cremoiiiane del piano e le 
crasformazioni birazionali d'una curva, e le generality sui sistemi li- 
neari di curve plane. 

Support^ inoltre nolo il prlmo dei su accennatj leoremi del 
sig. Noether ("). 



(•> Vedt, p. e., \t nota del sig. Del Pcjio: Intorno ai fi'inli rlagolarl 
dtlU curve algibriche (Rendkoati delta R. Accadcniia di Napoli, iSgj), 

(**) Vcdi p. c. (per la dimoslraiione piiranicnie geomeifica); Bertiai, 
Sefra aleuni ttortmi joitiiamtnlaii d/lle tttrve plant algehiichi. (Rend, del R. liii* 
iMrf. Circ MaUm-i i. XI, parte t', — Sumpato il 24 mano 1897. 14 
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Avverto che, trattando di curve piane, non mi servir6 affatto 
di proprietil dello spazio o degriperspazi. 

TermiDO coirosservare che una teoria analoga h possibile sta- 
bilire per le supcrficie algebriche^ come mi riservo di far vedere in 
pubblicazioni posteriori. 

SI. 

JDe/Inirion^ di cido. — Interseziani €Pun cido can una 
curva algebricti. — Ordine e dasse di un ctdo. 

I. Siano in un piano: C una curva irreduttibile d'ordine n, 
e [r]* un sistema lineare oo^ di curve d' ordine m, ogni curva del 
quale sechi la C secondo un numcro Jinito di punti. AUora Tin- 
sieme dei gruppi di punti secati su C dalle curve di [F]^ dicesi 
serie lineare di dimensione k e d* ordine mn; coiravvertenza che, se 
tutti i gruppi della serie hanno / punti (distinti o coincidenti) in 
comune (j ^tnn — Jt), si possa anche dire che la serie data i del- 
I'ordine v = mw — i (i = o, i, 2, . • • , it), con / — i punti fissi, 
distinti o coincidenti. 

Una serie lineare d'ordine v e dimensione k vien denotata col 
simbolo gl. In particolare, g^ h un gruppo di v punti (*). 

Se P i un punto (r)-plo (r^i) della curva C, ed indichiamo 
con R un ramo di C avente Torigine in P e non avente ivi nessun 
contatto con altri rami uscenti da P, axrk senso ben determinato 
il dire che, per i = o, i, 2, . . . , Jt, una certa serie ^J"^ conte- 
nuta nella gl ha un punto fisso (O'Pl^ '° ^ ^'^^ ramo R ; ci6 equi- 
vale a dire che (I^ dei v punti d'un gruppo generic© della gl'^ sono 
coincidenti in P sul ramo R. In generale savk n^ = 1, ed allora 



tuto Lombardo, t. XXI, 1888). La dimostrazione sintetica del secondo dei sopra 
citati tcoremx b pure dovuta al sig. B c r t i n i. Vedi la Nota da! tito'o : Diwih 
stra^ione di un Uorema siillu trasformaiione delJe curve algehriche (Rivxsta di Ma- 
tcmatica, t. I. 1891). 

(•) Vedi Brill e Noether: Uehcr dU algehraischen Funclionen und ibre 
4nwendunf in der Gfonutrii ^Ma(h. Ann., u VII^. 
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c3ireino che nel punto P e sul ramo R la scrie gl ha un punto or- 
c^ioario, akrimenti diretno die nel punto P t sul ramo R la serte g^ 
Jba una singolaril'a [io> °'i> • ■ • i ®i] (p^''o*C''i''C-- <Z^k^ ^)- 

Se con una irasformazione Cremoniana del piano delta curva 
C (o, pii in generale, con una irasfonnazione birazionale dcUa 
curva), si passa da essa ad una curva C, ad una seric linearc g'l 
su C corrlsponde una serie g'^ su C Se £ 6 un ramo di C col- 
I'criginc ia i* e iion avLnti; contaili Jvi con altri rami di C, e ad 
csso corrispondc in C un ramo R' coll'originc in P' e non avcnte 
ivi contJtto con altri rami di C, allora, se la serie lineare jj ha 
m P e snt ramo R la singolariii [ff„, i,, . . . , a,], la corrispon- 

dente g'* ha in P' sul ramo R' la singolarit^ [5^ , o, , . . . , Oj]; 

qualora noi, per6, constdcrianio in ogni gruppo della serie trasfor- 

niata il punto P' sul ramo R', coniato «„ volte. 

2. Sia C una curva piara e P un punto (r)-plo qualunque di 
essa. Assoggettianio il piano t:, nel quale trovasi C, ad una tra- 
sformazione Cremoniana lale che al punto P di C corrispondano 
punti semplici ddla curva trasformata C, (*). Indichiamo con 
P',, P" , ... , P\'' tali punti di C, , allora i punti di C infinita- 
mcnte vicini a P si distribuiscono in tanti ddi, in ognuno dei quali 
Irovansi 1 punti di C infinitamente vicini a P che hanno per cor- 
rispondenti su C, punti iniinitamente vicini ad un punto P\'^ 
(('== I, 2, ... , s). Se invece d'adoperare la suddetta trasforma- 
zione, che chiameremo T, , ne avessimo adoperata un'altra T, che, 
come quella, facesse corrispondere alia curva C una curva C, ed 
al punto P di C punti semplici P',, P,', . . . , Pj'* di C,, allora, 
in virtu della irasformazionc T~'T,, si sarebbe trasformata la C, 
in C,. Ad ogn'i ramo uscente da un pumo P['^ di C, corrisponde- 

(•) VcJi H o e t h e r : Uebtr die algebraiteben Functionen linir und xvjeUr 
VariaMii. Note 1 (GOlting. N«h., 1871J1 Urber die singularta lyirtbiysttme eiiur 
algebraiichtn Funciien and die fiaguHrcn Punkte einer algcbraiscbtn Curve (Math. 
Add., I. IXj; RalioniiU jtHsjulirung dtr Operationtn ib dtr Tlieorit der algebrai' 
ubtn Functionen (Malh. Aan., i. XXIII), c Berlin!: Sopra alcuni teartmi fan- 
itmitiiali, etc, etc, loc. cit. 
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rebbe un ramo uscente da un ben determinato punu> P^^ di C,* St 
vede cost che i =z s e che i punti di C infinitamente vidni a P, 
cui corrispondevano su C, punti infinitamente vicini a P^^, hanno 
per corrispondcnti su C, punti infinitamente vicini a Pj'^, c vice- 
versa. Resta perci6 completameate giustificau la definizione segocnte: 
Se C h una curva piana e P un sua punio qualuHque, $€ inohn, 
con una art a trasformaiione Cremoniana del piano di C, a qugsia si 
fa corrisponiere una curva C, , in modo tale che al punto P di C cor^ 
rispondano punti semplici PJ , PJ', . . . , P{'^ di C,, si dice iicUJU 
C colVorigine in P Vinsienu dei punti di C infinitamente tricini a P 
cui corrispondono punti di C, infinitamente vicini ad uno stesso punio 

P?) (1=1, 2, .,.,5). 

In particolare, p. e., h un ciclo c^i ramo uscente da on puato 
(r)-plo ordinario di C(r ^ i). 

Delle semplici osservazioni, analpghe alle precedent!, bastano 
per conchiudere che : 

Applicando ad una curva data C una trasformaiione Ura^ianate 
qualsivoglia, ad un ciclo qualunqiu di C corrisponde un cUlo delta 
trasformata. 

3. Sia C una curva algebrica e supponiamo che f^ da una 
serie di gruppi di punti su di essa. Sia X un ciclo di C avcpte 
Torigine in un punto P. Siano C^ e C. due curve corrispo&denti 
birazionalmente alia C, e tali che al ciclo X di C corrispondano su 
di esse rami semplici coH'origine in punti semplici P, , P.. Siano 
iv9 ^v* ^^ ^^^^^ lineari corrispondenti alia g^. Supponiamo pel mo- 
men to che non tutti i gruppi della ;^ contengano il punto P. AUora 
le serie g^, g^^ non hanno punti fissi nei punti P, , P.. Lc curve 
C^ I C. si corrispondono birazionalmente. Quipdi la singolariti 
[o, <y, > »a 1 . . . > ^h\ che la g'i ha in P, (n* i) k la stessa sipgo- 
laritil che la g"^ ha in P.. In virti!i di questa osservazione, noi di« 
remo che la g\ ha in P e sul ciclo X la singolarith [o, a„ a,, ..., cj. 

4. Sia in un piano : C una curva algebrica dotata in P d'una 
carta singolarith. Sia K un'altra curva del piano, passante comunque 
per P. Associamo alia curva K una curva K^ dello stesso oidiM 
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secata su C da un fascio di curve dell'ordine di /T, contenente laKt 
non avente in P punto base. 

Aggiungiamo a qucsta dcfinizione che, qualora la K non pas- 
sasse per P, diremmo chc essa ha ^ero inter5e:^ioni col ciclo X^. 

Ricordando la definizione di ciclo (n** 2), la definizione prece- 
dente coincide con questa : 

II numero <7, delle inttrse:^ioni del ciclo X, colla curva K non i 
ahro che il numero di punti infinitamente vicini a P ed appartenenli 
al ciclo X, 9 che sono contenuti da una curva qualsiasi, non passante 
per P, che tenda indefinitanunte alia K. 

Ora, come si sa, si definisce il numero a delle intersezioni di 
unn curva C con una curva X, riunite in un punto'P, come il nu- 
mero dei punti) infinitamente vicini a P, che la C ha in comune 
con una curva K' non passante per P e tendente indefinitamente 
alia K. In virt^ della definizione precedente si ha quindi la seguente 
proposizione : 

// numero delle inter se:;Jioni^ che due curve C e K^ posie in uno 
siesso piano, hanno riunite in un punto P, I uguale alia somma dei 
numeri delle interse;ioni che i vari deli di C, aventi Vorigine in Py 
hanno colla curva K. 

5. Ncl n** 3 definimmo la singolarit^ del tipo [0, <y„ a,, ..., 9^] 
chc una ;J sopra C ha in un punto P sopra un ciclo X. Se [Vf i 
un sistcma lineare di curve che seca la ^^ su C, e se la curva ge- 
nerica di [rj* non passa per P, i chiaro (n' 304) che <r, h il 
numero d'intersezioni chc la curva generica di un determinato si- 
stema lineare 00*"', [F]*"', contenuto in [r]*, ha col ciclo X; ft^ i 
il numero d'intersezioni che la curva generica di un determinato 
sistenia lineare 00*"*, [F]*"*, contenuto in [Fj*"', ha col ciclo X 
((r,><j,); etc., etc. Ma si conviene che al gruppo generico della ^J 
possa aggiungersi il punto P, considcrato come origine di X, con- 
tato \{^o) volte. EJ allora si ottiene in P e sul ciclo X una 
singolariti [\, \ ^ . . . , ^J della seric gU)^ cosi ottenuta, ove 
\z=z\ + <j^ (i =: I, 2 1 • • • I ii;). Similmente potrebbe un sistcma. 
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lincare di curve [r]* secarc su Cuna serie lineare ^t+Xo> e pQtrebbe 
i a curva generica di esso averc \ intersezioni col ciclo X. Allora 
si direbbe die [X^, \, ... , \] h la singolariti che in P e sul ciclo 
X ha la scrie ^^x^ {\ <C\ <C \ <! • • • <! M» quando \ fosse il 
numero delle intersezioni che la curva generica di un determinato 
sistema lineare oo*^, [F]*^, contenuto nel dato, ha riunite col ciclo 
X. Ma potremmo escludere da ogni gruppo della ^^^ il punto P 
sul dclo X, concato X> (^ \) volte, e si otterrebbe una seric li- 
neare ^Ao-3lJ dofaia (per deBnizione) in P e sul ciclo X della sin- 

golariia [a^t ^t^ . . . > <y»]» ove <r, = \ — X^ (i = o, i, 2, . . . , *). 

Questa definizione di singolarit^ di una seric lineare in un punto c 

sq>ra un ciclo & alquanto piix generale di quella data al n° 3, ove 

si suppone 9^=10. Per6, come allora, se una ^J ha in P e sopra un 

ciclo X la singolarith [Iq, <y, , . . . , ffj], fatta una trasformaiione bi- 

ra:^ionale della curva cui la g\ appartiene, la seric ff^ corrispondcnte 

ba in P' e sul ciclo X' (irasformati di P e di X) la stessa singolarith 

(n' I e 2); qualora noi per6 consiJeriamo, nel gruppo generico della 

serie irasfomiata, il punto P' sul ciclo X\ contato c^ volte. Un 

punto P sopra un ciclo X si dice punto (s)-plo della g^ , quando esso 

^consideratd su X) conti s volte fra i v punti di un certo gruppo 

della ^. 

6. In quanto alia definizione del genere di una curva irredut- 
tibile, C, si sa che si puo procedere cosi : cominciare col definire 
il genere di una curva d'orJine «, dotata di soli punti multipli or- 

dinari, come la difFercnza ^^ ^- — — — - — V_LJZ — L ove la 

2 ^-2 

tr f ^ — — T 1 

^-^ 4 estesa a tutti i punti multipli [(r)-pli] che la curva 

possiede. G>me si sa, questa difFerenza h positiva o nulla. 

Ed allora si pu6 dimostrare sinteticamente che due curve in cor- 
risponden^a algehrica biunivoca e dotate di soli punti multipli ordinari 
sono dello stesso genere, Le Jimostrazioni che fin qui si sono date di 
questo teorema, partendo da tale definizione di genere, sono piut- 
tosto complicate. Si pu6, per csempio, seguire questo procedimento : 
si ditnostra sintetican^ente che, data su una curva C deU'ordine ft, 
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docata di soli punti multipli ordinari, ui|a serie lineare gl, t posed 

(h — i)(if — 2) ^^r(r — i) , , ^ r . ^ > 

2 2 

punti dq>pi (contando come ^e + ^1 ^* i' punti doppi ogoi punt<l iti 

cut la gl abbia, sopra un certo ramo, la singolariti^ [9^^ 9 J (n^ x))(^X 

Se C i una cunra d'ordine n' dotata di soli puuri BKilti|At or- 

dinari cd in coiri^xxidenza algebrica biunivoca con Q la serie ^ 

su di essa» corrispondente alia g\, ammette come puilti doppi i 

2(v + p -^ i) punti conispondenci at punti doppi della ^^^ e qud 

soli. Infanto, posto /^ = ^— ^ ^ — 2. """^ — » ** " 

cbe i punti doppi della g^ sono 2(v +p* — 1)1 quindi si ricava p^^p\ 
Ed ora, data una curva C irreduttibile, per definite il genere di 
questa, la si trasforma birazionalmente in una curva O dotata di 
singdaritl^ ordinarie : qualunqm sia la trasforma^hne adopiraia, I0 O 
ba simpre una stesio gemre p cbe si dice genen di C (^). £ evidente 
che due curve in corrisponden^ia algebrica biunivoca s&no dello stesso 
genere (Teorema di Riemann); ed inoltre che: data su una curva 
irreduttibiU del genere p una serie lineare ;J , essa ba 2(v-f-^— i) 
punti doppi, e se la g\ ba in un punio P e su un determinafo ciclo h 
singolaritb [^^ » ^,] (p^ 5)> ^^l panto (considerato come origine di 
quel ciclo) conta come 9^ + ^^ — i punti doppi della ^J (R i e m a n n). 

Si generalizza facilihente questa proposizione e si hanilo questi 
due teoremi sascettibili di una dimostrazione sintetica fondata sulle 
predette defintzioni e su una semplice propricrJl dei punti mnltipli 
delle serie linear! (**•) : 

a) (Teorema di de Jonquiires-Brill). Data su una 



(*) Vedi, ad esetnpio, la mta Memorta : SuUa curva luogo id eontatti^ etc, etc^ 
loc. cit., n^ 36 e 37 (Mernoria H). 

O Questa dcfifniione di genere h quel la che trovast aache addtttia nella 
Nota del stg^ B e r t i n i : Sopra alcuni teoremi^ etc., etc, loc cit.; giova osser^are 
inoltre che il procedimento qui indicato h I'inverso di quello adottato dal 
^ig- S e g r e nella sua Iniroduiion$ alia gdometria sopra un ente algebrico sempli" 
cemente infinito (Annali di Matetnatica, t. XXII, 1894). 

{••*) Vedi S e g r e: Inlroduiione^ etc., etc, loc cit., ni 42 e 43 e la mia Me- 
mdria : Mia curva luago iei ccmatU, etc., etc, k>c. cit, (Metnerla IIj^ tk* }8. 
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ttrtfa irreJuttibile ii genere p una serie Uneare jj , essa ammtlte 
W + !)(■* + kp- k) punii (k + l>pli (n" j). 

b) (Teorem^ di Segre). Se la serie g^ su C ha in un punio P 
' sopra un ciclo X la singolarilh [o^ , a,, . . . , Oj], il panto P sul 

ficlo X conia come 5^ + o, + . . . + a, — *^* "*" '^ punti (* + lypli 

AtWa g\. 

7. Sia C una curva algcbrica plana, irrcduttibile, delt'ordine 
■O i) e del genere p (n" 6). Sia P un suo punto ed X un suo 
ci:!o, coll'originc in P. La rele delle reue del piano seca su C una 
scric g\. Quesia seric avri in P e sul ciclo X {a° 3) una certa sin- 
golaiitik [0, 1,, tJ (o <:^fl, <^«,). II numero 5, (n" 5) 4 il numero 
d'intersezioni che il ciclo X ha con una rctta generica passante per 
P. II numero »,(>■ <i,) 4 il numero d'intersezioni che il ciclo X ha 
Con un'unka retta (n° ^) uscente da P. Qucsta retta si dice tan- 
grnte al ciclo. II numero u, dicesi ordine del ctclo, il numero 
, », — ", (^ 'l''^"' f?a-'« del ciclo. 

L'ordine u, J«/ ric/o non i dunqite allro che i! numero d'interse- 
^ioni che il ciclo ha con una rttta generica passanle per Vorigine; Ira 
h rette passanti per I'origine vc n"e una, ed una sola, che ha c,0 1,) 
mnterst^ioni col ciclo, t dicesi langente al ciclo. La classe del ciclo e il 
numero 't, — «,{^ (*)• 

Uo ciclo d'ordine 1 e classe fi verri denotato col simbolo Q., (a), 
H numero X + [t 4 il numero d'iniersezioni del ciclo colla sua tan- 
gente. Ad csempio : un punto gcnerico della curva 4 originc di un 
ciclo (i, i) (ramo semplice di prima classe). 

Supponiamo che la curva C possicda in P un punto (ryp\o e 
stano X,, Xj, ..., X, t cicli di C coU'origine in P. Siano n,, ff,, ..., o, 
gli ordini di questi cicli. Una rctta qualunque uscente da P, che non 
sia tangeme ad un ciclo X, (i=z i, 2, . . . , s), ha in P (n" 4) 
ff, J- ff J + ... + u, intersezioni riunite colla curva : una retta tan- 
Rente a t{l Z,t ^s) di tali cicli X, (1 = i, a, . . . , j) ha in P 



(^ Hilphen: &tude sur hs points jiitgulien {Appcndice alia traduzio 
tianceK del trattaio su!le curve plane di Salmon). 

Ktitd. Circ. MMaa., t. Xt, p4rte i'.— Suni;)ato i! 24 mario 1897. ij 
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fl^i + •» + » » . + ^'i + ^ + ^ + • ♦ . + ^ imcitdlwili cdUa carrwL 
C (ove V. , V, , . , . , f, sOiiD It tlassi di tali / tidi). Si vedc tjuindi 
che r s2 €i -H €i -)« » • • + «| e ch% la condiiioiie necessaria 6 suP- 
ficicfite affiiichi 6aa reua sia tadgeittt im P dU cOnra C, k che 
essa sia ungente a ^uAhrlino dei deli di C aventi i*origine in P. 
Ri^o^do : 

La somma degli ordini dei cicli di C aventi Vorigine in un pnnto 
P ngmagliu la mUipHeifh di M pnM ptr h tunm C; h irnkgenti in 
P alh CWnm G itno U iamgemi it Mi di € meenH id P. 

84 Su ana curvA C irreduttibllc dd genere p e dell'iirdhie 
«(> i) la serie liticare gl 1 sccata s« C da un hsdo di reiie kfoMe 
il centro in un punto gtnertco^ Q^ del ptenoi ha (n** <) i(n +^ -^ i) 
putitl doppi* Sopra ognt cicio (X, p) (X > i) la %tm ^ faa la tio^ 
golariti^ (n'' 5) [Oi X]. qoindi (n"" 6) X — t del puntt dDpfi della 
gl coincidono in esio. Ora i punti di contatto delle tafigenti oni- 
dotte da Q alia curva C sono i punti doppi della serie gl i i quali 
(essendo Q punto geaerico) cadono in punti acmplid di Q tjuindi 
la classe di C i 

(I) n'^2(n+p^i)-l(\-i), 

OTC la 2(X — i) i estesa a tutti i ddi di G il cut ordine ft supe- 
riore aH'uniti. 

Sia ora X un ddo di Cy avente Torigine in un punto P. Sia 
Q un punto della tangente al cido X> diTerso da P. Allora la serie 
lineare gl , secata su C dalle rette uscenti da Qy non ha piii in P 
e sul ddo X la singolaritii [o, X]^ ma la singolariti [o, X -f p.] 
(n"* 7); quindi in P e sul ddo X coinddono (n'' 6), invece die 
X — i> X + ft — I dei 2{n +p — i) punti doppi della g^. Qoindi 
degli If' punti di contatto delle tangenti condotte da j2 ^ ^ [ove 
n' t dato dalla (i)] (i coinddono in P sul dclo X 

Ossia : 

La classe di un ciclo X di una curva Q di classe data, i uguale 
fll numero delle tangenti condMp iUh curva C di un ptmio Q della 
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''"gnu al etch X, h qualt vengono astorbUe dalla tangente ad X, 
fortdo Q non sitt I'origint di X ('). 

Se J2 ^ roriginc del clclo X, la serle lineare g\ , secata su C 
^^Hc lene uscenti da Q, ha in Q e sul cido X la siogolariti 
1^. ^ + H-] (n' S c 7). invece che la [0, >■], quindi, dei 2 (a -J- p — i) 
P^Bti doppi della g[, 2 1 + [a — i (invece che X — i) coincidono in 
^c sal ct>:lo X', ia altii termini, delle n' tangent! che da Q si pos- 
SOfiO condmre a. C, X + [* coincidono nella tangeiUe ad X. 
Ossia : 

La somtiia della classt e deU'ardine di un cicla, apparUvfttU ad 
na citrvi di classi data, I ugualt al numero deUt tangenti, condotU 
*-i/a curva JaWaiigint dtl cklo, U quali vengono assjrbiu dalla tan- 
Tattle al cicla ('*). 

Confroatando queue proprtetik con quelle ricavate al n° 7, si 

""^^-eJe che, se volessimo per le curve inviluppo stabiiire una defiai- 

^^^ion« di cicio duale a quclLi delle curve luc^o, il dualc dell'ordine 

^^arebl^e la classe, e viceversa; ed all'cuigine corrisponderebbe dual- 

'^Dientc la taogcote al ctclo. Di dimostiaxioo^ immediata soop i due 

"^eofctni : 

t°) Cos una colUnea^ione, ad tot ctclo (X, (i) corrisponde un tida 
(1, [*): all'origine td alia taaginlt del prinio corrispotidono I'origint 
t la latigenle del itconio. 

2° La curva {luogo) C cortelaiiva ad UTia eumo- (Ifoga^ C ha i 
swi cicli (^, 1) catrispomUnii ai cicH {\, |x) di C: all'ofigiut ed 
alia lattgeate d'un cicla di C corritpandono risptllivantenie la tangtntt 
I rorigim del citlo corrispotidenle su C, e victversa ('**). 



C"> Halphan, loc. cit. 
(^Halphen.loc. cit. 
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S2. 

JEffeiio di una trasfwrmaxUnie quadroHca suUe 9ingolar 
rUa di una curva^ — Abbassam>ento nei genere pro- 
dcUo da una HngdarUiL — CombinazUmi caraUerir 
sHche. 

9. Siano, nel piano tq^ C t K due curve passanti comanqoe 
per uno stesso punto P. Sia X un ciclo di C uscente da P, e siano 
rie intersezioni che tal ciclo ha colla curva K (n^ 4). Sia {K) uq 
fascio di curve deU'orJine di K^ non avente in P punto base, e con- 
tenente la curvi K. Supponiamo che il fascio (K) sechi la ctirva C 
secondo una serie lineare g\ (n° i). Applichiamo al piano ic una 
trasformazione quadratica e supponiamo che P sia un punto fimda- 
menule, che le due rette fonJamentali uscenti da P siano distinte 
e che nessuna di tss^ sia la tangente al ciclo X. Supponiamo inol- 
tre, per sempliciti, che gli altri due punti fondamenuli siano a di- 
stanza finita da P (*). Denoteremo con ic. il piano trasformato di tc, 
con C, , K^ le curve (prive di rette fondamentali) corrispondend tile 
curve C, K^ con p^ la retta fondamentale corrispondente al punto 
P, con {K^ il fascio di curve corrispondente al fascio {K). II (asdo 
(fT,) contiene una curva [corrispondente alia curva K di (£)]> la 
quale si scinde nella curva K^ e nella retta p^ contata r volte, ove 
r i la moltipliciti in P della curva K. 

Le intersezioni del ciclo X con K sono tante quante le inter- 
sezioni che il ciclo AT, trasformato di X ha colla curva composta p\ 
K^ (n° 4). Se, in particolare, K fosse una retta del piano ic, pas- 
sante per P e diversa dalla tangente al ciclo X, le sue intersezioni 
col ciclo X sarebbero tante quante le intersezioni che il ciclo X, ha 
colla curva composta p^ K^ , ove K^ sarebbe una retta del piano n, 



(*) In ogni caso, uno almeno dt tali punti h a distanza (inita da P, perchi 
le rette fondamentali uscenti da P sono, per ipotcsi, distinte; noi manterremc 
anche nel seguito tali restrizioni, bench^ talvolta siano superflue, sacrificando li 
maggiore generality (che, per lo scopo prcTissoci, non avrebbe iroportanza) allj 
sempliciti ed all'unifomiitiL 
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DOB pissaote per I'origine Jel ciclo X^. Quindi le intcrsezioni che 
JI cicb X, ha coUa retta />, sono tame quant'A I'ordine (n" 7) del 
dcio X. [Similmente vedrebbesi facilmente chc la classc di X (a" 7) 
i uguile al numero ddle intersezioni che il ciclo X, ha con la reiia 
del piino ic, , la quale congiunge rorigine del ciclo X, col puDto 
foadameniale del ptano t;, , opposto alia retta ^,]. Dunque : 

Indicando con \ I'ordine dtl ciclo X, il numero dtlle intersezioni 
(A* isso ha con una curva K, passanle per I'origine del cic'.o ed avente 
fi un punto {ryplo (r'^i), i uguale al numero rl + i,, "wiiC^o) 
il numero delle intersezioni che la curva K^ , trasformala di K me- 
'***nU la data trasformazione quadratica, ha col ciclo X, trasformalo 
"■ X. 

Condi^'one necessaria e sufficiente affituhi sia i, ;^ o i che la tan- 
ti al ciclo X non sia tangente in P alia curva K, 
Quando la langente al ciclo X i tangente in P alia curva K, al- 
■ra I, >■ <(f 1/ numero i, si dice ordine di conlatto del ciclo X colla 
)rva K. 

Supponiamo cbe nessuna delle due rette fondamentali del piano 
ascenti da P, sia tangente in P alia curva C. Denotiamo con 
X', X", . . . , X^'"* i varii cidi di C uscenti da P, con X, X', 
^"t . . . , X^'M loro ordini, con o la moltipliciti in P della cutva 
C Si ha iatanto (n° 7) : 



curve C e K e con i, i', 1", . 
X, X', ..., X^'\ si ha (n" 4) 




lid M. tkl it»Allfi«IS. 

P per U cum K (r"^ f )» 



i<'>=Xfr>f + !■<•> 

e sonwundo, 

/ = «rr + i. + f;+ ... +iW 

Se le curve C e K non avesscro in P tangenti in comune, si* 
rebbe i, = i[ = i7 = ... i=: ij'^ = o e p<«ci6 fzizsr. 

Donde : 

Daii ml piano ts due cufvt C e K avinti m imo stess$ pwio P 
p$mii muliipli rispeUivamente dei gradi 9, r(9^i> ^^iX opermda 
sul piano 'k una trasformaiione quadraiica in cui un punto fomJamHk 
tale sia P e gli aliri due siano fuori delle tangenti in P alia curva 
C, a distams^a finita tra loto e da P; dmotando €m C^ $ K^ U curve 
eorrispondenii a C ed a K (private^ s'icteode, delle rette fondamei^ 
taC); le interse:iioni cbe le curve C e K banno in. P si oitengono sotrt' 
mando al numero r <j dtlU interse^ioni cbe esse amebbero, se non aves:- 
sero in P alcuna tangente in comune, il numto delU tnUrse^ioni cbe 
le curve C, e K^ banno riunite net punti di C. corrispondenti al punio P. 

G)n simili coosiderazioni si dimostia che : 

Date nel piano tt due curve C e K passanti comunque per uno 
sUsso punto Pt applicando al pian^ x mm trasfomia(i<mt qmadratica, 
in cui P non sia punia fondamentale nl giaccia sopM reHi fiMamme^ 
tali, le curve C e K banno in P riunite tanU intersi^iim qu^nU m 
banno nel punto P, , corrispondente a P, le curve trasformate C, , K^. 

10. Nel n"* 6 del § i abbiamo visto che, data su una curva C 
irreduttibile del genere p una serie Hneare g\ » qucsta ammette 
J = 2 (v + j> — i) puoti doppi (n** 5), avcado per6^ I'avverteosa cB 
contare come cuiulvalente ft o^ + cr, — i punti doppi iftMi g\ mgsi 
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ove la 2(9^ + ^i — i) sMntende estesa a tutd i ddi Qn 

rami semplid) di C, sut quali la g]^ abbia una singolaridt [a^y 9^ 

(n"* 5), e la £t i estesa a tutti i punti multipli di C. 

COD i il Dumero a (ivi« +p— i) dei pund doppi della serie ^ ^^i 

ha, come si sa, 

> = S(a, + (r.-i). 

Imanto le curve C, Q^^ sono riq>ettivamente degli 
an + am — 3, e passano semplicemente e senza toccaisi per ogou 
d^li u* punti base del fascio (C); quindi le loro inteneiioQiy fi 
di tali punti, sono: 

(i) fi(a » + 2w — 3) — »" = (« — i)(fi — 2) + a (mm — i). 

Si ricava adunque 

(2) X+ 2T = (if — i)(n — 2) + 2(mn—i). 

« 

Aggiungendo 2^ ad ambo i mcmbri e tenendo presente la 
lazione i = 2(mn + p — i), si ha 

(3) ^ = -i-(„_,)(n-a)-X^. 

ove le T s'intendono calcolate in tutti i punti multipli di C. 

In particolare, se P & un punto (r)-plo ordinario^ il numero t, 
calcolato in esso, i (*) r(r — i). Quindi, se la curva C ha tutti l 
punti multipli ordinari [(r)-pri]t si ritrova : 

^ = — (if - I ) (fi - 2) - X ^ ^ ^ , 

come del resto era da prevedersi. 

Noi abbiamo supposto, per semplidti^, che la curva O incon — 
trasse la C in n' punti semplici, che fossero punti ordinari per la* 



(♦) Vedi: Sulla curva luogo etc., etc, Mem, II, n« }6 (loc dt> 
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il quale non sia fondamcDtale per la trasfonnaidone, nh giacda sopra 
rette foodamentali, il — , calcdato nel punto P per la curva C, h 

uguale al — calcolato nel panto corrispondente P, per la curva C, 

trasfomaata di C, e ci6 quando si consideri come curva C/ da as- 
sociarsi alia C, , appunto quella che corriqionde alia C (*) e come 
fascio (r.) il fascio corrispondente al fasdo (r) (n^ 5 s 9)* 

Ora sia P un punto multiplo di C e consideriamo il numero 

— calcolato in esso. Applichiamo al piano di C una serie di tra- 

sformazioni quadratiche tali che il punto P ed i suoi corrispondenti 
non siano punti fondamentali n& si trovino su rette fondamentali; 
pcr6 facciamo le trasformazioni in modo da cadere su una curva C. 
la quale, oltre al punto P. corrispondente a P, non abbia aim 
punti multipli che punti multipli ordinari. 

Allora il genere di C, ossia (n° 6) il genere di C i : 

p = — (y- ,)(v _ 2) - X 2 ~ T* 

ove ¥ 4 Tordine di C, e la ^ ^ ^ i estesa a tutti i punti 

multipli ordinari [(^)-pli] di C.. Si vede adunque che 

'^ ^ r \r NX ^^(f— 
— = — (v-i)(v-2)-/)-2."-^-^^ -^ 

e — h quindi un numero intero dipendente soltanto dalla singola- 

riti che la curva C, ha in P, , ossia dalla singolariti^ che la curva 
C ha in P. 



(•) S*intende pcr6 che in tal caso, in generaic, alia curva C, bisognerii ag- 
giungcre Ic rette fondamentali contate ciascuna un numero conveniente di volte, 
pcrchfc la C, divenga dell'ordinc di C,', o viceversa. Ma fc facile assicurarsi che, 
bcndifc cosl il fascio corrispondente a (C, O) contenga solo parzialmcntc la 
curva C, (cio6 questa fa parte di una curva de! fascio, ma non 6 una curva 
tptale del fascio), cj6 che diremo in sej;uito coptjpMa a sussister^. 
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sia P un punto (r)-pIo qualunque di essa. Per ca^coUre Tdbbassa- 
iqeato $ul genere (a"* lo) prodotto dalla singolariti che la cvrvi C 
ha b /'y possiaroo far cpsl : associare alia curva C una conrg G, 
dello stegsip ordine, ayeote in P up pupto (r)-plQ ordiaaiiPt cc^ 
Ungepti in P diverse -da quelle dji Q jodi con^dcrare up &|iP9 4i 
curve (r), deirordine m, pon ^vente io P p\fp$6 kA%'e, it -ule :!clir 
b curva di essa pas$ante per P abbia m un punto $cvalfliti9 \fi cut 
tangepie non sia tangente in P a C. Suppooiamo inokr»{|^femT 
pliciti) chie nessuna curva del piano sia parte cpntwiporaneaiQ^tm^ 
di una curva del fascio (C, C) e di oirve del iasciq (r). 

Allora il numero dcUe intersezioni, riupite iA P» dctle cone 
C, O t (n^ 9) p = r*, e la serie gl^ ha in ogni cido di Cvscente 
da P la singolariti [o, a,] (n* j e 9), ove a, 6 I'ordine del dclo. 
Indicando con U[^ la curva luogo dei ppnti di contatto delle curve 
del fascio (C, O) con quelle del fascio (r), si sa che la curva P^ 
ha in P un punto (2 r — i)-plp (^). 

Denotiamp con i il numero dei punti d'iQteoezione, xiunio in 
Py delle curve C» UJ^p. II doppio deirabbassamento sul geneCe; pittr 
dotto dalla singolariti che la curva C ha in P, h (n^ 10) : 

(0 T = ,_S((r.-i)-f«. 

Ora supponiamo di trasformare il piano di C con una trasfor- 
mazione quadratica> in cui P sia punto fondamentale, ed in cut git 
altri due punti fcndamcntali siano a distanza finitf da P e fuori 
delle tangenti in P alia curva C Denotiamo con Q ^^ trasft^nMt^ 
di C, con PI , P^', . . . , f {'^ i punti di C, corrispondenti al punto 
P di Q con C^ la curva trasformata di O [ove ora con C inteo- 
dianu) un^ Qurva del fascio (C, (7) che nop $i comporti ^erional* 
mente nei punti fondamentali del piano di C], coi; (r,) il £sisdo trzr 
sformato di (F). Le curve C^ , C^ , essendo dello stesso ordiiie« fp^ 
dividuano un fascio (jC, , C^) che possiamo assumere xoPift Cpffi*: 
spondente al fascio (Q C). Indicfiiamp con Oc,ri U curv^ l}i<^ 

(*) Vedi : Sulla curva luogo dei corUaIti d'ordin$ kf etc, etc, loc. cit» $ l, 
Jeor. V. 
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dejpunti di contatto JeUe curve del fascio (C, , Cy, essa i priva 
dellj reita fondnmeDtale corrisponJente al punto P, cd i la coiri- 
ipondenle alia curya Q^. por te ipoccsl facte, la curva C| noo passa 
per alcuno dei piujti P',, P", ..., P^''. DeDotiamo coo i, , i,, ..., i, 
i Qumeri dclle imerseziont die la curva C, ha riunite cdla DtiPi 
nti piinu f, , P\', . . . , Pj'^; con t, , t^ , , . . , t, i doppi degli 
ibbusamenu sui geaere proJocii dalle singolaritii die la curva C, ha 
in fj, P|', . . . , f|''. Si ha iiitanto che le curve C; a'cp passano 
pet P coo r> 3 r — i rami rispettivaoieote, quuidi (d° 9) il numero 
Jelle loro iutersezioni riunite in P 6 : 



(0 



(2) i = r(2r-i) + i, 

looltre si ha (n" jp): 



+ '.+ ■ 



+ *.- 



+ .■ -£(»,- 1), 



li 2(ff, — i) ha lo stesso valorc che in (i) (n" 3). 
Teneado cooto della (i) si ha dunque : 



T = rCr-i) + t, +T, + ... +T,. 

Adunque : 

Dalo su una curva plana C un punto {ryplo P ^lunqut, fatta 

I trasfortMiione quadratica dtl piana di C, nella quale no punta 

fp^damataU $ii( p e gli altri due siana a distan^a finita da P t fuori 

ielie langtnti in P alia curva C\ def^anda con D l-'abbassamtaio tul 

L {'"ere prodoHo dalla singolarilh che la curva C ha in P, e con 

''^i » D, , . . . , D^ gli abbassaminti anahghi Jovuti ai punti multipU 

^""'spondenti a P della curva Irasformata; si ha 



D = '^'-''> + D. 



+ D,+ . 



+ O. (•). 



OssEavAzioNE. — Si vede adunque che, per un punto (r)-plo 
lunque, D ^ -^ < . 



n Noeiher: Raiionate Autfuhrung, t 



Sopra 
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12. SiiQo in un piano t: : P^ A, B ire punti dbtinti, / 
retta qualunque uscente da P, ma diversa da Pi4 e da PB. 

Operiamo sul piano t? una trasfomiazionc quadratica coitre] 
fondamenuli in P» A^ B. Siano: iq' il piano trasfonnatOy ^, i 
le rette fondamentali di ic' corrispondenti ai punti P, A, B. Al p 
P del piano x, considerato come appartenente alia retta /, c 
sponde nel piano ic' un punto allogato sulla retta p\ e tal p 
noi indicheremo con P,. Indichcremo inoltre con t^ la retta oonj 
gente il punto P, col punto d'intersezione di a' e b\ la qual i 
come si sa, corrisponde alia /. 

Ora sia C una curva del piano x avente in P un ddo X. 
poniamo che la tangente al ciclo X sia la retu i, e denottain 
1, |& Tordine e la dasse del cido (n^ 7). Dope la trasfiorma 
quadratica, alia curva C di x corrisponderi una curva C, di 1 
il ciclo X verri trasformato in un ciclo X, avente rorigine ii 
Come abbiam visto (n^ 9), il numero 1 i il numero d'inters 
cbe il ddo X, ha coUa retta p\ ed il numero |& i il numero 
tersezioni che il ciclo X, ha coUa retta f. Ed ora denotiam 
\» 1^1 > ^ Tordine, la dasse e la tangente dd dclo X,. 

Distinguiamo 3 casi: 

AUora il ciclo X, ha colla retta p* un numero d'inteis 
mioore del numero di quelle cbe esso ha colla retta t\ Qtii 
trae come conseguenza (n^ 7): 

II ciclo X^ ha in tal caso colla retta p^ un numero d'iii 
zioni superiore al numero d'intersezioni che esso ha colla ret 
Si ricava perd6 (n* 7) : 

3« X = ,t. 

In tal caso il ciclo X^ ha tanto colla retta p* cbe colla i 
X intersezioni. Si ricava quindi (n"* 7) che Tordine di X, i X 
ma nulla si pu6 dire della sua classe p., e ddla sua tangent 
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solo si pu6 dire die la reita /, 6 una retta passantc per P, , Jiversa 
Me retlc p' e (', Per6, noti [i, c ;, , t chiaro chc la ccnica del 
piiQO ff (passantc per P, A, B), corrispondcnte alia retta /, , ha 
(n' j) col ciclo X 2\ + ^, intersezioni. Nel piano r: esiste un oo' 
di coniche secami la curva C d'ordine « (> 2) secondo una serie 
lineirc /J. (11° l). Questa scric Uaeare avri in P e sul ciclo X una 
singoliriti ben definita [o, o_ , 5, , c^, 1^, u] (n' j e ;). 0"^ 
o<; «,<;», <;ffj <;c^<[0|. Intanto la conica gcnerlca del piano tt 
pasinte per P ha i Intersezioni col ciclo X (n° 9), quindi a, = X. 
La conica generica passante per P e tangente al ciclo X ha (n" 9) 
eon esso 2 \ intersezioni, quindi a^ = z\. Le coniche decomposte 
nella tangente al ciclo X cd in una retta per P, diversa dalla /, 
ianno j \ intersezioni col ciclo, finalmente la conica degenere, co- 
f stituili dalla retta ( contata 2 volte, ha col ciclo 4 > tntersejiioni, 
I Abbiamo cosi trovato 4 del 5 numeri ff,. Esisteri quindi atmeoo una 
Icocica propria del piano it avente 2 X ■{- v intersezioni col ciclo X, 
[•■■v^ il numero * i > o e divcrso da >. e da 2 >. 
I Tre casi possono quindi darsi ; 0<^v«:^l>; X<;v<^2>.; 

i Se o<v<;^i, i numeri a^ sono : 

0, = X, ffj^:2X, <ij^2l + v, ff^rr^jX, o =^^y.. 

n In tal caso esiste nel piano tc una rcte di coniche proprie (pas- 

^eanti per P e tangenii a! ciclo X) aventi con X 2'k+i intersezioni. 

'I'uttc Ic coniche aventi col ciclo un numero magglore d'inlersezioni 

^5ono degeneri. Quindi, comunque sia stata fatta la scelta dej punti 

A, B nel piano r: (purchi la retta ( sia serapre diversa da PA, PB), 

esiste una conica propria t passante per P, A, B, avente con X 

21 + '^ intersezioni. Allora la retta t' che ad essa corrisponde nel 

piano Tc' ha col ciclo X, I -|- v intersezioni (n° 9), c, siccome 11 

ciclo X, h dcll'ordine "K, si ha (,^t', (i^r^v. La classc del ciclo 

X, i quindi inferiorc a X (essendo per ipotesi v <; I), 

Nel caso poi in cui X <; v <; 2 >, si ha : 




< AUori.Rcl piano ir esiste una rete [x] dt codiche pt6pne(pi§»^ 
sand per P e tangenti ii ctdp X), ^^ curv^Lg^erica.ddlajqnaleU 
}.X iotersetioni don X^ la rctc contfihe nn fksm di cooicte proprie 
(%)^ la cut cQira getrerior ha iX + 1 inc^rfeaioiin cd -aclbf Im^kik 
cmrica aveate on numcrd >>2X-fi» d*iiitefsezidni 'col ado .i>U 
retta iai^enti al.ckb, tootata doe Tolte. .Sicchft, ^1 ^v^:d:*'B 
smo sl^ti ^celtr In sttuazioae generica, per essi .^tksMivat cfa|er 
deHa rnef [t]^ ina non ona'Cmtca del fas^a (t)^ in ;i3tfi ^ifqs^l 
e^ste mH conici t pasifamfe per P, irf^ £ ed avtnte 5 .X inteneanai 
6A cido;. AUora si diri gpnerica h ttasfermasione xpradntica inqner 
gira/ Deneiiaado oon t' la aetta del piano. 9c^ eorrispoideme.alte 
conic3 T, si ha su\iko tf^x^i p^3=X. In fol caio idtmqne L'ordhie 
eh dassedel cudo X, sono.ancdra dgnaH a X; M^i 9e\4ie£:fetf 
scm staci presi' sopra nni stesia cornea t del faado j(t), ^loA h 
trasfbrmaalontf rion sarebhe genericai e^ denotando con t' la , retta A 
V* cofrisptedente alia cornea t, si avrebbe t^&r\ ft, = v equmdi 
|i, > X. 

Nel case finilmente in cui sta 2 X ^ v, st ha : 

(r,=:X, <r, = 2X, (r^zzijX, <f^ = 4\ <rj=;2X+v. 

AUora nel piaifo n esiste una rete dt confSche propria N» ^^^ cui 
curva generica ha 3 X intersezioni col ciclo, questa rete contiene un 
fosctd dt conicHe proprie (r) la cui curva generica ha 4X inftrse- 
zibni col ciclo» qifcst^ fascio contiene. km conica propria r/. a veale 
2 X + ^ mterseaioni col ciclo X. Se 1 pnnti Ai B sdnb statF scdfl 
in situazlone. gencfrica, per essi passa una cunra della rete [t] ma 
n6A AA fatito (r), quindi fti=X; Se poi i punti A e fsdno &elfi 
su una stessa curVa del fasdo. (t)> ma non sulla curva t, aUofa 
(if = i X; finalmente, se i punti A t B tro^an^ sulla oontca t/ 
allora p., = v. • 

Si vede quindi che, tanto nel caso X <[ v <^ 2 X che q9 caso 
di v^2X, se Hi trasformazione impiegata & jfrirerftir (nel senso spi^ 
gato) il ciclo X^ h ancora delPordine X e della dasse X« 

Riepilogando : 

Siihto in un piano it : P, A^ B ire ptinH distintif t una reita 
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usiinlt da P, divtrsa da P A e da PB, C una curva avtnle in P un 
eich X, d'ordine X e class( (i, coUa tangenle t ("" 7)- ^i''^ unatra" 
sJmiB{iont quadralica del piano t, coi Ire punti fondamentali in P, 
A, B, dtnotando (on t' il piano Irasformalo, con p', a', b' it rttle 
fendminlaU di queslo corrispondenii ni punii P, A, B, con t' la rctia 
eorrispondrnte a i, con P, il punto d' inter se^ionc di I' e p', alia curva 
C corrispottde una curva C, dotata in i*, d'un cicio X^ corrispondenU 
al (fclo X. Denoiando con 1, , [t, , (, Vordint, la classe t la tangenle 
ol (iclo X, , si banno i segutnti casi : 

1° i<(*; allora )., =^1, f*, :^(* — X, t,^t'. 
2° >. > f.; allora X, == [i, ft, =: ^ — f*., t,^ p'. 
3' i:=[*; allora \-:='k e I, i divtrsa da p' t da t'. 
In lal caso esiste nel piano ic almeno una conica avtnte 2 1 + v 
^ttrte^ioni col ciclo X, OVe il numero v i ^o e diver so da "k e da 
^. St v<;X, allora sar'a ctrtamentt f^, ^v, comunque si siano sctlti 
Jmnti A, B. Se poi v |> X, allora, scelti in situaijont gentrica i 
••iHi Ai B, ossia scelia una trasforma^ione generica, per P, A, B 
*=»jjj una conica avtnle con X ^X inierse^ioni, td allora {*,^>. Ma 
* possono scegliere i punti A e B in guisa che per P, A, B pnssi una 
==»niM avenie un numero > 5 \ d'interse^ioni col ciclo X, ed allora 



rj. S'i visto nel n" precedente che, se C ft una curva piana 
I'ordine n dotata d'un ciclo X d'ordine X e classe X, avenic I'ori- 
^^^'ne P e la tangente t, con una trasformazione quadratica del piano 
"■^ in nn piano ir', per la quale P sia un punto fondamentale e le 
"*ette fondamentali PA,PB siano diverse da /, al ciclo X corri- 
^^spoode un ciclo X, la cui origine P, 6 il punto d'lntersezione delle 
rette p', t', corrispondenii a P ed a /, e la cui tangente /, i diversa 
da p'. L'ordine di X, 4 X e la classe fi, ^ X, se la trasformazione 
i generica, altrimenii pu6 essere [/, >■ X. Se ft, <^ X, ci fermiamo; 
ma se ft, ^ X, appHchiamo ancora al piano tt' una trasformazione 
quadratica simile alia precedente, e cosi perverremo ad un ciclo X^ 
d'ordine X, d'origine P, , e la cui tangente I, non ft retta fonda- 
mentale del piano trasforniato (n" 12), e cosi di seguito. 

6 chiaro che, se X )> i, dopo un certo numero di trasforma- 
J{«*i Circ. M-iUin.tt. XI, pane iS— Surapiloil ji mirio 1897, 17 




*>•!*«!* olassc i < i. Dtfatti, JeneMndo con £> I'iblMKaitoenro 
sri §»na*o fPoAmo dalfo siTlg»»arit4 dw !a curv* C ba in /*, tf oo- 
/^» gvfteW d» C (sTi|rp(»w imdnt«ibi»tf), si hi (a' «»}: 



> F U somms degli abbassamenti dovini aHff altre singolariii 
di C. Intanto, se dopo m irasformazHmt oneniMnd a^ora un cultf 
d'ordine ^ c clxsm ^X, fMta rni'aUrl trasfonMuon^ svtKaUi 
cora uD cido ifovdiite ^ («" t3)> sic«hft (jf ii): 



f%' 



r+i 



1(1 - I), 



1 



e si vede chc# dopo un certo numero m ^ trasformanonT, D sor- 
I*lss«eb*e -;(« — l)(i» — j) — F, e quimK ^ diverrebbe n^(m>, 
il ^e (n" 6) t assBfdo (*). 

QtMidi, dojTD tm cerio nnnwro t Jl trisfomiaalotfr qaadnikhe, 
pefVMrcmo aJ u* cido il cui orJine fe > e la cai cHssS 4 ^ <|X, 
Noi chiameremo il numero «(^i) indice di;l cido A'. II ottitfeTo 
(1 verri poi dctio (ptrclasse d^.-! cic!o (•*). Ma, per giustificare pie- 
ii»nmte qnesli nomi, che nor abbiamo <htO ad a ed a ft, bisogncr^ 
faf vederc che laU numert non variafio colli scAlia detfe trasfbrma' 
zi«(() qMdra(i<he ([rurcM q(tcs(« soddiafacciano sempre alle condi- 
mOq* poste). 

Difltti indidiianR) Con T, , 7\ 7*^, le * tra9f<OTi»azioiii 

quadratiche impi^gatc per ca^ere in an cido d'ordrde \ e ctnse 
[* ■< 1. Indichiamo con X, , X, , . . . , X^, , Jf^ i siiccessi*) cicH 
trasfbrmati, con P,, P,, ..., P^.,, P^ Ic lofo origini c cod j 
', * 'i . ' ■ - . '»_. 1 t„ \t lore tangcmij Per ipmesi, i 
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genii a tali cicli, ci fertneremo appena che otttrremo un cicio 

"k e das St pt. <^^. Denotamlo con at il numtro idle trasforma^ioni im- 

piegate, i numtri v. e \k non dipcndono dalle trasforma^itmi scelie. 

I due numeri inter i x e \k si diranno rispettiuamemte indite ed 
iperclasse del ciclo X, e si ba: 



Xl, 0<|1<1. 



Inoltre il numero 



f = (« + i)X + [1 



rappresenta il massimo numtro delle interst(ioni cbe il ado X pub 
avere con una curva del piano x, la quale abbia in P un punio sem- 
plice. Questo massimo pud, in ogni caso, venire raggiunto. 

14. Sia 7c un piano, C una curva di esso» dotata in P d'una 
certa singolariti. Sia X un ciclo di C coH'origine in P. Sia / la 
tangente al ciclo (n^ 7). Quando noi diremo di fare una trasforma- 
:i^ione quadratica sul ciclo X, intenderemo di cseguire sul piano % 
una trasformazionc quadratica in cui un punto fondamcntale sia P 
e gli altri due A, B siano distinti fra loro e da P e tali che la retta 
/ non coincida nh con P A nt con PB. Quando la classe e Tor- 
dine di X sono numeri diversi, la tangente del ciclo trasfi3nnato i 
la retta corrispondente a /, se la classe di X supera Tordine (n° la), 
ovvero i la retta fondamentale corrispondente al punto P, se la 
classe di X i inferiore aH'ordine. Quando la classe di X & uguale 
aU'ordine, nulla si pu6 dire a priori della ungente al dclo trasfor- 
mato^ solo che essa i una retta uscente dall'origine di questo e che 
non h ni la retta corrispondente a / n6 la retta fondamentale cor- 
rispondente a P (n® 12). 

Ricordato ci6, noi indichcremo con \ Tordine del ciclo X e 
con \ il numero delle intersezioni che esso ha coUa sua tangente 
/ (Xo > X,). II numero \ non 4 altro (n"* 7) che la somma delTor- 
dine e della classe di X. 

Noi adesso daremo la definizione di certi numeri legati al cido 







Si vedc (n" 12) die, se operianio una irasroiinnzIoDe quadra- 

T, sul ciclo X (qcI senso sopra stabililo), se /g>- 2, ovvero se 

2 e >.i > o, perveniamo ad un ciclo X, , deH'ordine 1, ed 

^'ate 1q — 1, intersezioni colli sua tangente, plenamente detemu- 

_^'a (n" 12); se lo=i, n ciclo X, i d'ordine \ ed ha 1, interse- 

^ *-**»i coUa sua tangeoce (pienamente deierminata); se poi /„ ^ 2, 

-^^ ^^^^=^0. il ciclo primitivo X sarebbe d'ordine \, e dasse 1, e quindi 

■ sarebbe d'ordine >, , ma nulla potrebbe dirsi a priori della sua 

***Siente e della sua classe. 

-^^ In generale, possiamo dire che, dopo 1^ trasformazioni sul ciclo 

» perveniamo ad un ciclo Xi^ d'ordine \, ed avente >, intersezioni 

'^~**- la sua tangente (pienamente determinaia); dopo altre i, trasfor* 

^*.zioni, ci riduciamo ad un ciclo Xi^^i, d'ordine X,, avente colla 

^~^ a tangente, pienamente determinata, X, intersezioni, etc.; infine, 

^'^^ po '0 + '1 + 'i + ■ • - + '»-' '"sformaziyni quadraiiche sul ciclo 

perveniamo ad un ddo Xi^,^^..^i il cui ordinc i [i, e la cut 
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imgtfn: (fit ig k $mt iou ituammM) h^ con pmo ^^ iiiiimewMil Sc 

A3# $f ^^4 > I, Roi &ociMio jaJire /^, — a iiasCoeatzioii qnadrir 

dVdbie 1^^ «4 #yAntr s#, iaUft<tiiani oilia «tu li igiarr ^iim#r 
mente determtnata), ossia un ciclo d'online \l^ e cla^ fi,. 9eai^ 
teremo allora con c e con (i^ fispettftMii^rnfie i^^ioditt # Tipacclasse 
(n® 13) del ciclo '^(^fii^^^^,-*. Allora, con altre c trasformazioQi sul 
ciclo Xj^.^.^^^.a , si pervkv ^ «U0 cklo d'ordiae [&. e dasse 
(Iq << i&i (mentre che i deli intermedii hanno TordiQe |&, e la dasse 
X|&,). Questo ciclo d'ordigr fL. ^ obis^ l&o veni denotato con 
X(^,^..4./^.,-.a44. Con una nuova trasformazione su questo, si per- 
viene ad un ciclo d'ordine |&p, ;iTe»|e fA, intersezioni coUa sua 
tangente. Questo ciclo verri denotato con X(^,+,. +j^,+«_i. Es- 
sendo «Xi (n** 13), questo ciclo o coincide col cido X(^,+..^j_, , 
ovvero h un ciclo che si presei^^ ^U^ipo ,questo, con altre trasforma* 
doni quadraticbe. Denoteremo il ciclo Xi^^^„,^^ con Yy coo « il 
numero f — i (a ^ o) e con y'^ il cklp X<^.h^^4»-«. II numcro 
l&o, ordine di Y^t ^ minore di |&,. Se (1^=: i, d fenniamo ed al- 
lora il ciclo X h stato risoluto, ftltrjcnesitf contjttijkujfK) ^ fpplicMt 
si iifh Y^ shtt Uri^riMiuQiii qtwU-s^be. 

Uwxt9 J9sspfmmQ cb^, $e H cido X fosse isJai^, doi^ se U 
C^rvi <7 (M pUpo 4dto A&n ^qs«e io P «kri ddi <dbe il cido ^^ 

D i'dbb^samqMo $u} <ra^i» l^roAo^o ia ^ (o"^ ;o), cm 0r« ^a 
qndyii j^rodptti d^ y« Y^, m ti^^wM^ (p"" $ih 

ossia 

cbe p<^reUbjp anche sqriyersi 
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(ir>'riMMnl »h^(A° ii)-. 



3) Dy = i.«^(,..-i) + 25y^ 



LaoMfcr pel la i> o [m^ bi i) si ba 
^) D = i.[X,(X. - I) ~ (X, - ,.,) + «,.,0i. - I)] + Dy, 



ossia: 



5) D=:i.X,(X,_,)_(X^_^,) + «,..(,.._,)] + D 



r«' 



Ora, se fi^,= i, allora Dy^ = o; ma sc [Ao> i, continucremo 

^^ applicare al dclo X^ trasfottn^iatii qcradfartrche, replicando sul 

^»clo Y^ le stesse cose delte per X, c* ci6 tamo neiripotesi che X 

s>9. isolato, quanto in quella che non sia isolate. Sia pcrci6 v, il 

mor eofiYun ^PM^ctc f ra pi, e p^ (v, ^ jaJ. Altera : 

fx, =r m, (x, + [1, 



Con fn^ + ffi, + . . . -f m,_, trasformazioni quadratiche sul 
ciclo y^, perveniamo ad ud ciclo Ya^^^^+,„^^^ ^ d^orditle v, ed 
avente colla sua tangente (a^, incersezioni. Se v, =i i, il ciclo b 
risoluto e ci fermiamcf, altrimenti, con altre m^, — a tfasfbrmazioni, 
pervemama ad uir cido Ya^^,„^,^^^ d'ordrne v, e classe v,. 
Allora 'denoitao^a cott in e^^o«vJ Tiodlce e t'ipeircUsse di tal 
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ddo (o* 13); con altre n + i trasformaxioiii pcrveniamo ad un cidc 
d'orJinc v^ « avente v, intersezioni coUa sua tangente (mentre i cicli 
intermedi sono tutti d'ordine vj. Noi porremo ^=11 — i (P^o), 
e cbiameremo Z il ciclo Im^o^i-k^^-n-^ ^ ^on Z^ T ultimo ddo 
octenuto. Se V0=i, il ddo X i risolto, altrimenti suZ^ripedamo 
Ic cose dettc per X, Y^. 

Se X & isolato, sono tali anche F^ , Z^ , e, denotando con D^^ 
Tabbassamento sul genere prodotto da Zp > possiamo scriYere fper 
la formula 5)]: 

E, sc v^j = I (ovvero anche v, = i), basteri porre Dj^^ z=z ^ 
(n*» 10). 

Quindi, per la 4): 

f. ^=T[^o(^.-o+^(^-o-a.-v.) 

Ora, se v^^ '» ^^ continueremo a trasformare il dclo Zp nel 
modo anzidetto (tanto quando X h isolato quanto quando non lo sia), 
e terrcmo notazioni analoghe. Ci fermtamo appena che otteniamo 
un dclo di prim*ordine» il che avverrik certamente, • essendo i nu- 
meri 1, , |&o » ^o • • • > inter! decrescent!. 

Allora avremo ottenuto i seguenti numeri : 

coiravvertenza che potrebbe essere x, = 1, cd allora non si consi- 
derebbe il numero C* 

In ogni caso, se il ciclo X (e per conseguenza i suoi trasfor- 
mati) fosse isolato, sarebbe [per la 6)]: 

D = -I.[X,(^. - I) + [i,(,x. - I) + v,(v, _ I) + . . . 
7) ... +t^(t,— i) + «[i,([i,— i) + pv,(v,— i)+ ... 

• . . + ^-f.^. - + (^Xx + 0(x. - 0-(^, - 0]. 
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^ siuaert a, ^, . . . , K> C ^^ono numeri interi positivi o aulli, 

c V,* \i |io> k; ^o> ^; • • • ; '^o* '^iJ Xi ^^^ numen interi c 
positivi tali che 



Saoltre [s ^ ^ massimo divisore comune a X^, X, ; v, il mas- 
vao dimore cooiimc a p^, (&,; etc. Non si coasidera il termine 
^It + a)<Zi — i) n«lla 7), (piando x, = x. 

Not p o iA ie mu , col Nocther, cosi quando il dclo X i isolato, 
ontte qnaado worn lo sia, 

c ci6 so Xi^ X* Se poi Xi = i> non considereremo nfc A^ ni 4^ e 
«caoiMeiiciiio, per simmetria dt scrittura, A^^, e a^, con A^ ed a^. 
Si avri cosi 

^=\j «o = V> A« = (*,; «, = f*o + «l^.i Aa = ^> «a = >'o+P^; — 

n niimero A. h, an ogni caso> il massimo comun divtsore di A^ 
c^; A. il massimo comon divisore di A, ed a, etc. etc., final-, 
^mte oc^ e A^ sono primi fra loro e si ha : 

«o>Ato^A.>A,>A,> ...>A,>i. 
If «^lfU 4% numtri tntm : 

«Df A^; «,» A,; a,, A,; . . . ; a^, A^^ 
iconsi combinaiioni caratteristicbe relative al ciclo X (^. 



(•) Lo Smith, che per il prinx) fece osscryare Timportanza di tali nu- 
i nello studio delle singolarit^ (procedendo pcr6 con mctodi del tutto diffe- 
^0mL Qn* MnUm.f t. XI, parte i\— Sumpato il 2 aprile 1897. 18 
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Si il ciclo X I isolate, Vahhassamento sul genere della curva 
cbe to contime, prodotto dalla singdaritb X (n^ lo), i [per la for- 
mola 7)]: 

8) £>=T W^o-0+«.(A -0+ . . . +«/^-i)-(Ao-i)] o. 

Un'osservazione abbiamo da fare. Nel nostro ragionamcnto s'fc 
visto che, se ft, > i, allora, dopo un certo numero di trasforma- 
zioni, si presenta un ciclo d'ordine (a, e cl'asse (&,. Delia tangeote 
del trasformato di questo> e, per conseguenza, delle origin! dei sue- 
cessiviy niente pu6 dirsi a priori. Ora> se noi diciamo cbe un ciclo 
X h determinato dalla conoscen^a deH'ordine, della classe, dell'origine 
e della tangente, quando si possano subito assegnare le trasforma- 
zioni quadratiche successive atte a risolverloy ed> in virtJi dt esse, 
siano note le origini e le tangent! dei cicli trasformati, abbiamo la 
proposizione : 

Un ciclo h determinato dalla conoscen^a deWordine, della classe, 
dclVorigine e della tangente, quando, e solamente quando, Vordine I 
prime colla classe. 

Termincremo coH'osservare che, come dalla conosccnza dei 

numcri \^ \\ (x, , a, fi^; v, t P, W etc. si trac quella dei numeri 

«o» ^o5 *i> ^iJ *a> ^a5 ^^c., cosi si pu6 viccversa da questi rica- 

vare quelli. Si ha difatti : \, = a^, \=A^, fx, = A,, v, = A,, etc., 

.ed inoltre « e fA^ sono rispctlivamente il quoziente cd il resto della 



renti), fa uso dei numeri A dati qui e dei numcri y^ = «<, , Yi = ot,, + *i t • • • 
. . . , yj^ =s 0^ -j- a, -|- • • • + *A • Vedasi la sua Mcmoria : On the Higher Singu-' 
larities of Plane Curves (Proced. of the London Math. Soc, t. VI). L'H a 1 p h e n 
invcce (vedi, ad es., Vttude siir Us points singuUers^ nell'Appendice alia tradu- 
zione francese del Trattato sulle curve piane del Salmon) adopcra i numeri: 

Aq Oo a, a, 

(•) Per la formola i) del n°8. dcnotando con R rabbassamenio prodotto nclla 
classe della curva data d.il ciclo -Y, supposto iso'ato, si ha: lJ = 2D-|-(Ao — iX 
formola che si trova nclla su rifcrita Nota del sig. Kocther insiemc alia 8). 
Per noi essa non ha importanza, perch^ 6 {mmcdiata consc^cn^a dei torero} 
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Faremo anzt vtdere che si possooo c«truire lofioicc c 
tate oel punco dato d'un cido isolalo avente coinc combioaaoot 
ratterisdche i numeri daci. 

Per la dimostrazioney porremo, riferendoci aile nocaiioiii id 
n- 14, 

I numeri \> ^, ; (^o> (^1 > "> ^^•> ^^no interi, e le a, P, • • • , C 
possono anclie (tutte od in parte) esser nulle. Inoltre Xo ^ Xi ^^no 
primi tra loro» e Xo P^ essere anche i. Ci6 a^adhs quando 
oLj^^i (mod. A|^). Per le ipotesi fatte, sarJl : 






^'^ f ^ ^ (^ perci6 fi, ^ X,). 
Inoltre 



f^. = »^l*o + ^ 



N = ^,^ + ^ 



^ = »»tl^, + 1*4 



(«•« = »V.i ^ 
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Allora la curva C, i deirordine in — X, , ha in B\ ly due 
punti multipli ordinari del grado n — X, ed in A' un punto (ii)-plo. 
L'insieme delle curve deU'ordine an — X, dotate di tali punti mul- 
tipli ordinari nei punti A\ B% D\ costituisce un sistema lineare 

00 * * che h il sistema corrispondente al sistema lineare, 

sul piano ic, costituito da tutte le curve deU'ordine n dotate in P 
di un punto (X,)-plo. Indichianio con k il numero di condiziooi im- 
poste dalla singolariti^ X in P alle curve delPordine if. 

In altri termini, sia — ^^ ^ — il la dimensione del sistema 

2 

(lineare) costituito dalle curve del piano tq deirordine n e dotate 
in P di cicli isolati X, coUe caratteristiche date e tali inoltre che, 
in tutte le N trasformazioni quadratiche necessarie a risolveme uno, 
tutti i cicli trasformati degl'X abbiano sempre la stessa origine (e 
perci6 vengano contemporaneamente risoluti). Indichiamo inoltre con 
k' il numero di condizioni che i cicli X^ , trasformati in tt' dei cicli 
X, offrono alle curve deU'ordine 2« — \ (ncl senso esposto prece — 
dentcmente). AUora si vede subito essere 

2) * ^ M^iJl-L) + *' (•). 

NeirW***""** piano trasformato [vedi formola i)], ai deli X deUe i 
C corrispondono rami semplici aventi, in generale, uno stesso cod- - 
tatto con una retta data (n"* 14). Ora il numero k^^ di condiaoni J 
che s'impongono ad una curva V obbligandola a passare per un punto « 
dato e ad avere ivi un contatto dato con una retta data, h indi- ' 
pendente daH'ordine di V. 

Formiamoci ora il numero 



K = J^''.^-±Jl^k^, 



(*) Una formola, dovuta al prof. Gucci a, ma della quale noi non d ser- 
viremo, mostra che nella (2), per n abbastanza elevato, bisogna prendere il segno 
d*uguaglianza. Vedi G u c c i a : Sur utu question eonctmanl Us pdnU singwiUrs 
da fourbis algibriqias plana (Comptes Rendus, 1886). * 
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ove i numeri a sono gli ordini dei cicli X e dci loro trasformati 
[fioo agli (W — i)"*"*]. Per la formola 2), si ha 

n oumero K h quindi un limite superiorc di h. Esso inoltre h 
iodipendeote da n, ma dipende soltanto dalle carattcristiche date, e 
per mezzo di esse, pu6 sempre formarsi. 

Ed ora osserviamo che, ammessa Tcsistenza delle C e perci6 
la conoscenza di n, perveniamo in t^^ ad un sistema lineare di 

cunrc [Cy] la cui dimensione h ^ — ^ — X-IZ — ^ fT ed il cui ordine 

mi 

' un numero detenninato v^. La curva generica di questo sistema 
^ in ceni punti determinati, delle singolarit^ ordinarie il cui grado 
^P^de dal punto che si considera, dai cumeri n ed N e dalle ca- 
'^tteristiche del ciclo X. 

Inoltre la curva generica del sistema [Q^] tocca in un punto 

daio una retta data, con un dato contatto. Viceversa, se noi sap- 

P*atno nel piano Wy costruire un sistema di curve che riempia a 

^utte queste condizioni, i chiaro che esso rappresenteri un sistema 

f C] del piano w, la cui curva generica ha in P un ciclo isolato 

^olle caratteristiche date. Ora, siccome 6 possibilc scegliere un n 

^^^X.Q grande, che il numero — — — K sia arbitrariamente 

tide, cosi h possibile costruire in tq^j un tal sistema [Cy] di di- 
^^usione arbitrariamente grande, e perci6 in tc un sistema [C] di 
^'^^ensione arbitrariamente grande e tale che la curva generica abbia 
^^ ic un ciclo isolato colle date caratteristiche. 
Cosi il teorema h dimostrato. 

Nel costruire per6 i cicli X \\ h molto deirarbitrario, perch^ 
14) alcune trasformazioni quadratiche possono scegliersi in infi- 
iti modi. 

Noi diremo che due cicli isolati aventi le stesse caratteristiche 

^o«o atti a deUrminare un fascia di cicli della stessa natura, quando 

^\Jiti I trasformati dei due cicli fino alTN*"™** hanno sempre la stessa 

^^rigine; cioi quando le trasformazioni quadratiche che ne risolvano 

Vino rbolvaoo anche Taltro. 
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La denoroinr.zione preoedente segue dal fatto die id ttH aao 
eJ in esso soltanto, se C. e C. sono le curve degli ordim # ed » 
(m ^ n) che posseggono tali cicli, e C, „ i una curva qualonqoe 
del piano deU'ordine « — m, non passante per Torigine di qud cidi, 
il fasdo di curve detcrmtnato da C, e dalla curva oonnposca C. C , 
& un fascio la coi cur\'a generica ha, neirorigine di qud ddi^ m 
cicio isolate colle stesse carattenstiche dd due ddi dati. 

E evideme perdo che la nostra definidone i indipendcote dalla 
scelu ddk trasformazioni quadratiche. 

Inohre, per quanto s'i dcno precedentemente, segue cbe» dato ^ 
un ciclo X h possibile in infiniti modi costruime uno X' isolato, ^ 

avente le stesse caratterisdche e tde che le origioi dd tm/Sor 

matt (fiiio al cido risdto) di X coinddano con qodle di JP. Ed J 
altera noi continuerenno a dire che X^ X' sono atd a dcfennifiare *s 
un fasrio di cicli della stessa natura. 

In generate noi potremo dire che due deli X, F{appaiteQenti J 
o no ad una stessa curva), aventi le stesse combmadooi caratteri- ^ 
stiche, sono atH ad individuart am fascio di cicli delta sUssa naimra, 
quando, costruito un dclo isolato X' atto a deterreinare con X vm m 
fascio di cicli ddla stessa natura, esso goda della stessa propried j 
rispetio ad Y. 

AUora le trasformazioni quadratiche che risolvono X^ risolvono ^ 
Y e viceversa. 

x6. Data in un piano x una curva C dottta in ua pomo F ^ 
d*an ddo X non isdato, le cui combinaziom caratteristicbe (n* 14) 4 
siano i numeri : 

noi sappiamo costruire delle curve aventi ivi un ciclo isolato colle 
stesse caratteristiche (n'' 1$). Se C h una tal curva, allora Tabbas- 
samento sul genere (n^ 10) dovuto alia sttigolariti che la curva C 
ha in P, fc (n** 14) : 

D = -l-K(A,-I) + «.(A,-I)+...+^(^-I)-(^-I>}. 




IntersezimU 4i due ctcU. — Detennlnaxlone ddVabbas- 
Mtmento protlotto sul ijenere tla una ttingolarttli gita- 
lunque.— Cfie tosa poasa Intendersl per aingolaritd. 
vffuali e per singolarita slinill. 

17. Siino, in un piano 5t, X ed Y due cicli aventi U stessa 

Origioe P c degli ordini jc, y. I cicli X, Y, chc noi supponramo 

<iisiitMi, o appartengono ad una stessa curva oj appartengono a curve 

diverse. In ogni caso, possiamo (11° 14), con un numero finito di 

Krasfonnazioni quadratiche, risolvcrc 1 due cicli, ossia ndtirti a due 

»^mj semplici. Ma ci6 chc importa qui notare 6 questo : che, appli- 

Cando coniemporaneamente ad X, F successive irasformazioni qua- 

^raijche (nel senso stabilito a! n" 14), dopo un certo numero di 

^^este, ad essi corrisponderanno due cicli aventi origini distinte. Ci6 

* evident"; qiiando X, Y appartengano a curve diverse : allora, per 

^'^ chc s'6 detto al a" 9, se a £ il numero delle interseztoni che 

^ cicto X ha coUa curva dotata in P del ciclo Y, dopo un ccrto 

*^mero finito r(^3t) di trasformazioni quadratiche, perverremo a 

^- *-*e cicli colle origrni distinte, Se poi i cicli X, Y appartengono ad 

*^a slessa curva dotata in P d'un punto (r)-plo (ove necessaria- 

^^*^cntc f^z), denotando con D I'abbassamento sul generc prodotto 

^* a tal singolariti (n" 10), se dopo m irasformazioni quadratiche i 

(cti msformati di X, Y hanao ancora la stessa origine, ivi la curva 

^^ ^asformata ha alrat-no un punto multiplo di grado 2 e quiadi (n" 1 1), 

fl^yrCr— i) + m. 

Siccome D i un numero ben determinato, dopo un certo du- 
mero di irasformazioni, ai cicli X, Y corrisponderanno perci6 due 
cicii colle origin! distinte. 

Per comoditi, chiamcremo X^, Y^i cicli dati, c denoteremo 
Rtnd. Cire. Mattm., t. XI, pane 1 *.— Slampato il 1 aprilc 1897. 19 
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con Po la loro origine e con x^^ y^i lore ordini. Denodamo ora 
con r. una trasformazione quadratica ia quale, applicata ai deli 
X^, y© ("cl s^"^ dcfinito al n** 14), conduca a due cicli X^, Y^. 
Se X,, y, hanno origini distinte, ci fermiamo, aitrimenti appli- 
chiamo ai cicli X,, Y, una novella trasformazione quadratica 7^, 
c cosl di seguito. I>opo un ceno numero m di trasformaziooi 
r, , r, , . . . , r,^, , T^ , perverremo a due cidi colic origini di- 
stinte. Denotiamo con X. , X, , . . . , X,^, , X. i successivi cicli 
trasformati di X^, con 7,, 7,, ... , y._,, Y^ quelli di Y^. Per 
ipotesi, per tutti i valori di t da o ad m — i, i cicli X^9 Y^ hanno 
la stcssa origine, che denotcremo P^, mentre die i cidi X., F. 
hanno origini distintc che dcnoteremo P^x* ^m^r* ^^ posto, deno- 
tiamo con jc,, jr,, ...,x,^„ jr^ gli ordini dei cicli X„ X^, ...,^«_tt -^.f 

e con y,, y^, ...>;^— ,i ;^- q«<^IIi d<^i cicli y'lf 1^»> — » y— .» Ym^ 
II numero 



I = x^y^ + x,y, + x,y, + ... + x^y, 



i (per definizione) i7 nunuro delle interse^ioni dei cicli X^t Fo* 
Aggiungiamo che, qualora X^, K^ avcs$cro le origini distinte, 

porremmo / = o. 

Ma per giustificare pienamcnte una tale definizione, h neces- 

sario dimostrare che il numero / cosi definito h indipendente dalla 

scelta delle trasformazioni quadratiche (purchft soddisGno alle condi- 

zioni imposte). Noi dimostreremo subito ci6. 

Prima di tutto osserviamo che i numeri x^, x, , x^ x^ , , .r^ 

dipendono soltanto dalle combinazioni caratteristiche (n^ 14) del cido 

Xq, e similmente i numeri >'o> ^i> Ja> •••> J^«i-i> J^« ^^^^^ con^- 
binazioni caratteristiche del ciclo Y^. 

Ed ora costruiamo nel piano tz una curva T la quale sia dotata 
in P^ d*un ciclo X^ isolato, avente le slesse caratteristiche del 
ciclo Xo e tale inoltre che, per tuite le trasformazioni successive 
r, , r, , . . . , r^_, , r^ , l cicll trasformati X, , X^ , . . . , X]|^, , X[, 
abbiano le origini P. , P, , . . . , P^,, P^^ (n* 13). 

Si sa (n° 9) che il numero / testi definito non i altro, in tal 
caso, che il numero d'intersejipni che il ciclo Y^ ha coUa curva T. 



data dcUc cumbinasiooi canttflrisdche e dd numero L Osserviamo 
soitanto cbc la sola conoscenza dcUe combinazioni caratteristicbe 
Doo basu, in taluni cast, alia detenninazioDe di /, cosa che -dd 
rcsto i evidence e di cni ( tenuco ODnto nella citaca Nou del 
sig. Noether. 



iS. Sia nel piano x ima cnrva irredimibile Cdocata in tui'paato 
P di una singdariti [c], e siano X, , X, , . . . , X^ i cidi di € 
aventi I"origiae nel punto P. Siano X, , X, , • . . , X^ gli orJini di 
tali cici:, a!!ora !a curvi C ha in P (n* 7) un pnnto muhiplo del 
gndo \ ^ \ -r ' ' ' -r \^ Sia inoltre i^i il numero d*inteisezioni 
(n* 17) id cicio -Yj col cicio X^ (b pi k; b^ k = i, 2, . . . , pi). 

Assoggeniamo il piano r: ad una trasfimnazione quadratica con 
un puDto for. Jjmentale in P e gli altri dne A t B fuori delle tan- 
gent! in P a*! J curvi C e a dtstinza finita tra loro e da P. Sia x' 
il piano trasformato, p* la retta fondamentale corrispondeilte al punto 
P, C la curva irredutiib:le trasfonnata di C ed XJ , X][ , . . • , X^ 
i cicli trasformati di .Y, » X^ , • • • 9 X^- Le origini dei cidi 
A" » A" , . • • , XI sono s punti disrimi (i ^i^(t) P[f Kf ..., F, 
allogati sulla netu p\ ma fuori dei putiti fondamentali del piano 1/. 
Denociamo con [<), [-[], .... [<] le sii^arit4 cbc la cunm •(? 
ha nci punti P[, P; . .... P^. Dcnouamo inoltre cod B„ ^I'ibbas- 
5auicntv> sul gcnere di C prodocto dalla singolariti [9] (n* ro), con 
^\ % /^ > • • • » ^'- g" abbossamenti sul genere piodotti dai cicli 
A\ » A', , .., , X^ (n* 16). Denotiamo inoltre con K, , D;,, ... , K, 
gli abba&samcnii sul genere prodotti dalle singcJariti [<r;], K],...i[<r3 
e con i>; ,/>;.-.. , -DI qucUi dovuti ai cidi X;, ^, . . . , X;. 
Denotiamo inoltre con X| , X^ , . . . , X^ ^ ordtni di tali ddi. 

Si ha (n^^ 11): 

;),-_- ;(x,+x,+...+x^X^,+\+ ••• +\-0+a.+/>i,+ ... +i>i. 

/>.,-;>. (\ - + T^(^ - + .-.-?- t\(^ - 

(0 4 \x. .t-x,x, + ... + W + >.^ + V\+ ••• 

... 4 x,x^ 4- . . . + x^x^ + d;. + d;, + . . . + i);,. 
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gli abbassamenti sul genere (n^ i6) prodotti da tali cicli. 

Denotiamo inoltre con f^ il numero delle intersezioni (a® 17 
di un dclo X^ col ciclo XJ' (4 ?^ it; A, * = i, 2, . . . , ft). 

Si ha intanto> analogamente alia (2): 



(3) i);.=D;r„+i),"..+ ...+z)?.,+y(D;-D;:)+ x (,-;»-ia. 

Intanto (n* 17): 

i'^ =z= 1^ =z= o quando h ^g c k^ g^ 
similmente 

i\k = C» quando A > ^ e * > ^. 

Inoltre, come abbiam visto, 
e similmente (n' 10 e 16) 



D" — /)' /)" — D' 



Sicchi, ponendo: 



a; zz: d;, + d;. + ... + d;. 



tenendo conto delle precedenti uguaglianze e della (3), la (2) diviene : 

(4) D,=A:+2(D»-i)n+ z (»«-'i). 

Dopo V trasformazioni quadratiche, denotando con A^*^ la somma 
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degli ibbassamcnt! sul genere prodoiti dalle smgolaritl in cui s'h 
dcamposu la [a] (n" 10), con ZJ^'' I'abbassamento sul genere (n" 16) 
pToJotlo dal ciclo ,Yj** (A= i, 2, . . . , fx), trasformato di X,,, con 

I'm' le inlenezioni (n" 17) dei cidi trasformati di X^, X^ (k ^ h), 

si mi, come la (4); 



(0 D,^i<;^ + f_(D,- 






Ora, sc coUa v"™' trasformazione si i ottenuto che i cicli tra- 

ax'xnau X,, X,, . . . , X abblano Ic origini distmte (come si pu6 

x^ire fare, in virti!i della dimostrazione data al n° 17), avremo 

"aJT* =fD^;\ t^^=o (h^k; h.k=t.2,...,iL), e la (j) diviene 



C6:> 






Si ha quindi il seguente teorema ; 

St su una curva plant C ri ha una singoJarith [1] in un panto 

P . (if X, , X, , . . . , X|. sono I cidi dt C usunti da P (n" 2), I'ab- 

^asramtnto sul gtntre prodollo dalla singolarilb fa] (n° 10) i uguah 

°-^k somma dtgli ahbassamenti prodoUi dai cicli dali (n" 16) aumen- 

'a/a Jdia somma del nuintri d'intcrsri^ioni che i cicli dali hanno due 

tiw{rx' 17). 

19. Giumi a tal punto, possiamo definirc che cosa dcbba inten- 
dcni per curve dotate d'una stessa singolariti in un punto dato (*). 
Siano C, C due curve passanii comunqut per un punto P. Sup- 
potrento che si possa far corrispondere ad ogni ciclo di C coll'origine 
in P un ciclo di C coll'origine in P, e viceversa; in modo che un 
ciclo di C ed il corrispondente di C abbiano le sttsst caralteristiche e 
siano tati a dtfinire un fascia dt cicli dtlla stessa nalura (n° ij). Sup- 



(*) Noi farenio ci6 in gahi di thbticctirc ia lutti i seasi la nozionc geo- 
riea d: curve dotiio di unj jtcssa lingolariti, dulU quale fipora hanno fatto 
gso i geometri. 



porremo incltre ehe h trasfarfnaiieni qnadratkbe cht servtma a sU»- 
citTt U origini di due fnalunque cicU diversi di C (pT f 7) sfaetUm 
c&nUmporaneamtnte h origini dei cicU carrispfndenti di O e viceversa. 

In tal caso not diremo cbt U dm curve C, O btrnno la sttssm 
singolarith ncl punto P, in senso astratto. 

Diremo poi cbc C e C banno in P la sUssa singolarith rispetto 
ad un cich Z (non appartcnente ni sl Cnh ^ C\ fuando esse banno 
in P la slessa singolarith in senso astratto, ed inoltre il numiro delle 
interse:;ioni di un cicio qualunque di C, uscente da P, col cicio Z 
ugmagli qtkilo delh inter se^ioni del cich corrispanJente di Ocol ekto Z. 

Fina}mente diremo cbe due curve C, O banno in P la stessa rni^ 
golarith rispetto ad una curva T (diversa da esse)) quando bann& in 
P la stessa singolarith rispetto ad ogni cicio di T uscenti da P. 

Date queste deiinizioni risulta immediata questa proposizione : 

Tutte le curve del piano x, dello stesso ordine n, dotate in una 
stesso punto d'una stessa singolarith (m senso astratto o rispetto ad 
un cicio o a pii!i cicli) costituiscono {quando esistono) un sistema 
lineare. 

Viccvcfsa : 

Le curve (genericbe) d'uno stesso sistema lineare avente in P ui$ 
punto base banno ivi la stessa singolarith (in senso astratto). 

Inoltre, per la proposizione del n** 18: 

5^ due curve irreduftibili banno in una stesso panto P le stesu 
singolarith, gli abbassamenti sul genere (n° 10) dovuti a tali singola- 
rith sono uguali (e quindi sono uguali gli abbassamenti suUa classe, 
sul numero dei flessi, dei puntr sestatici, etc«, etc.). 

26. Sfmnmente diremo che dtte curve C O banno in due punti 
P, P* (distinti o coincident!) singolarith simili, qtftindo ad ogni cicfcf 
di C» usc^te da P, si ptt6 far corrispoodere un cfclo di C^, oscdnte 
da P\ colle stesse carattcristfche, e vicevcna; e quando iftdtre it 
numero delle intersezioni (n** 17) di due cicli qualunque di C, oscenti 
da P, uguaglia qucllo dei cicli corrispondenti di C 

Per il n*' 18: 

Due singolarith simili producono uguali abbassanunti sul genertm 

£ da osservare che, se due curve hanno in uno stesso punto 



I 

■ 



SOntA UNA TEOtIA GEOMBTRICA DELLE SINGOLARItX, ETC. 1$$ 

Ma stessa siDgolarit^, hanno ivi consegueatemenie due singolarit^ 
*inuli, ma non i vero il reciproco. Per esempio, due curve che ab- 
l^aoo nello stesso puato due cuspidi ordinarie (cicli isolati di 2° or- 
^e e I* classe) hanno ivi singolarit^ simili^ ma, afEachi abbiano 
^ stessa singolaritJl, in senso astratto, i necessario e sufficiente che 
^'aoo la stessa tangente cuspidale; etc. etc. 



Palermo^ 38 febbrajo 1897. 



MiCHBLE DE FrAHCHIS. 



ERRATA-CORRIGE 



A pag. 116, linea 10 tolgasi il periodo : 
Supponiamo che il fascio {K) sechi la curva C secondo una 
^^rie lineare gl (n** i). 

Kind. Qirc. Mat$m.y t XI, parte 1*.— Stampato il 7 raaggio 1897. ap 
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UNA QUBSTIQNB SUI HUMERI TRANSFINITI. 



Nota di C. Burali-Forti, in Torino. 



Aimauu^ d«l aS aano it97. 



Scopo principale di questa Nota t di dimostrare, che efietdva- 
mente esistono dei numeri transfiniti (*) (o tipi d'ordine) a, b tali 
che> a non & eguale, doq h minore e non t maggiore di b. 

Basandoci su resultati gi^ noti, potremmo in poche parole di- 
mostrare quanto era abbiamo afiermato; ma per togliere al lettore 
ogni dubbio sulla validity della nostra dimostrazione, abbiamo cre- 
duto necessario stabilire esattamente (nei §§ i-8) il significato dei 
termini dei quali facciamo uso (**), ripetendo— sebbene sotto forma 
alquanto diversa— alcune cose gi& esposte in questi Rendiconti (^^). 



(*) G. Cantor. — Beitrige zur Begrflndung der transfiniten Mengenlehre 
(Math. Ann., B. 47). — Traduzione italiana nella Rivista di MaUmalica^ a. 1895. 
Per i lavori precedent! del sig. G. Cantor sullo stesso argomento, si consaiti 
la Lista hibliografica del sig. Vivanti» unita alia parte VI del Formii/arlo pub* 
blicato dalla Rivista di MaUmatiea. 

(**) Per il sigaificato dei termini, eJassi, corrispondtnia^ class$ finita^ , , , ri- 
mandianio il lettore aHa nostra Nota: c Le class! finite » pubblicata negli Atti 
dcIPAccademia di Torino, a. 1896. 

(***) Tomo VIII. — c Siille classi ordinate e i numeri traasfiniitJi. 
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§ I. OrJint liigU tUmenti di una cUsst. — Sia u una dasse. 
f Didamo che /; i un < urdine dirgli u >, quaoJo (*) : 

[a) b k una cornspondenza fra gli elcmenti di m e classi for- 
mate con dementi di u. 

(J) La corrispondcRza h i transiiiva; c\oh se x, y, :^ sono ele- 
nenii di u, it x k un clemento dclla classe hy z ^c y k un /f^, 
allort X k \M b^. 

(c) Se X, y sono element! di tt, non pu6, ad un tempo, essere x 
un hy c essere y un bx. 

(J) Se ;r, y sono dementi qualunquc di u, scmpre si hn ciie ; 
o^HJcntko a J-, o X i un by, o ^ 4 un bx. 

In simboli, scrivenJo Ord w ai postu di * ordine dcgli ut, ab- 

I. utK.':i.Oz&u=i(K.u)itt~'hi\x,y,i(_ttt .xthy .ytb^.o^^^. 

'*b^,\x,yttt.xxhy .ythx .^=^jA.-.x,yza.o,^ •.x = y .-^.xthy. 

^.ythx\ (DeQ. 

Se, essendo x un elemento di u, chiamiamo ■ seguenti di x in 

* rt^etto all'ordine h i gli element! detia dasse hx, scorgiamo fa- 

^^incnic che le proprieti (a) — {d) attribuitc ad h, sono quelle die 

*^''Uiaariamentc si anneitono all'idea dl ordine. 

Invertiamo !a relazione ytbx (y S uno del seguenti di x) scri- 

^Cjido xt^y, c quindi by pub stare al posto di « precedent! di y 

*** It fispctto all'ordine b •. Cliiamiamo •prima deg!i «, rispctto al- 

« Dfdioe b* I'elemcnto x di u ciie non ha precedcnti (h\x ^^ a), e 

chiamiamo • ultimo degli u rispetto aU'ordlne h • I'elemento ^ di k 

che non ha seguenti (*^^a), Se j; 4 un elemento di a, chiamiamo 

• immtdialamenu seguenti di A' • relemento > di w che i uno dci 

Seguenii xcd 4 lale, che non csistono degli u che sono, ad un tempo, 

Seguenti di jc e precedent! d!^ {yihx . » — Ajc— %=rA). H primo 

o rultimo degli u, o I'immediatamente segucnie di un elemento 

<{ualuaque di u, pu6 uon esistere; ma se esisie 6 univocaraente de- 

■ terminato [ci6 risulta facilmente dalle condizioni (a) — (d)]. 



(•> Per miggiori schMrimenti i 

i-F o r I i.Siillt ciasii ordinatt i 



( aumtri tramtfi^iH, loc cii. 
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§ 2. Classe ordinata (*). — Sieno u^ v classi qualunque; sia h 
un orJine degli «, c Jfe un ordine dei v. Scriviamo («, i) al posto 
di < classe u i cui element! sono disposti Dell'ordine 2r », o al posto 
di « classe u ordioata col criterio b ». 

Non sembra attualmente possibile definire (u, /r) ponendo («, 6) 
eguale (identico) a un complesso di segni avcnte significato noto. 
Noi dedniamo {u, b) come rir/e aslralto, stabilendo in qual c^iso due 
classi ordinate debbano ritenersi identiche. Poniamo 

2. M, vcK . icOrda.icOrdv.D.-. («,&) = (v,i). = :i« = v. 

A = i (DcQ 

cioi ammettiamo che {u^ b) h identica a (t^, ft) quando, u h iden- 
tica a v e la corrispondenza b & identica alia corrispondcnza k. 

Se M 6 ulia classe contenente un solo elemento x^ (iicUn), 
allora ogni ordine b degli u h tale che ibx = A. Possiamo quindi 
convenire di indicare col segno a ogni ordine di n^ e in conseguenza 
(fi, a) rappresenter^ la classe u ordinata. 

Scrivendo Ko al posto di < classe ordinata » poniamo 

3. Ko = (ii, fc)c{jicK.icOrdji} (Def) 

cioi diciamo che {u, h) h una classe ordinata quando u h una classe 
e ib i un ordine degli u. 

% 3. Classt ptfftttamtnu ordinata. — Sia u una classe non nulla 

(contenente effettivamente degli elementi) e sia b un ordine degli u. 

Diciamo che (m, b) h una c classe ptrftttamente ordinata », 

quando : 

(a) Esiste un elemento di u che, rispetto all'ordine b^ occupa il 

primo posto. 

{h) Ogni elemento di u che ha dei seguenti, ha Timmediata- 

mente seguente. 



(•) G. Cantor, loc. cit. « Chiamiamo scmplicemente ordinato un insieme 
My quando fra i suoi elementi sussiste un dcterniinato ordine di poslo (Rangndung) 
per cui considerando due elemcnli qualunque w, , m. Tunc prende il posto in/r- 
rior$ e Paltro prende il poslo superion e ci6 in tal guisa che, se di tre elementi 
tn , m^ t m 6, per il poslo, m, infcriore ad w, ed m, inferiore ad m, , anche 
Wi ^» per il posto, inferiore ad my ». 
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(0 Qualunque sia I'elcmento Jt di tf si ha che : o x non ha 

rimmediatamente precedence; o esiste un precedcnte y di x, r.on 

avente I'immediatamente preccdente, tale che gli u che sono, ad 

un tempo, seguenti di^ e precedent! di x, formano una classefinita. 

In simboli, scrivendo Kpo al posto di < dasse perfcttamente 

or^ata •, si ha 

4. Kpo = Ko ^ (n, b)%\u — = A : • : xeii . A|x = A - =, A : • : 
xtu.bx^zzz h.Oj^iytbx . ii^iEr.T/-N/!;Lyz=A. — =^a ::xctt.o, : : 
J tijx.B^Ajf ^ i|x= A. =yA. •.%-..•. ^8 b\x'.m t b\y.u ^hm^b\y = A. 

=.A:(i-iy-^iU)eK6a: -=,a} (♦) (DeQ. 

n sig. G. Cantor chiama < classe ben ordinata >, quella classe 
ordinata che sodisfa alle condizioni (a), {b), Avvi notevole differcnza 
tra b classe ben ordinata e la classe perfettamente ordinata : sieno, 
p. es., a, , a^ , a^ , ... ft, , b^, b^, ., , , gli dementi di due classi 
numeralHli; se consideriamo la classe ordinata 

^19 ^t > ^j > • • • *i » ^2 9 b^ 

<i vede fadlmente che essa & classe ben ordinata ma non perfetta- 
OKnte ordinata, mentre 

i classe perfettamente ordinata e, in conseguenza, anche bene or- 
dinata. 

S 4. Relmjoni tra classi ordinate. — Sieno («, b), (v, k) classi 
ordinate. Scriviamo (t^, it)f(si, b) al posto di c corrispondenza ordi- 
nata tra gli « e i v ordinati con i criteri b, k*. Diciamo che / & 
^ di tali corrispondenze quando : / & una corrispondenza univoca 



(*) La dennizione che era abbiamo data, si presenta sotto una forma sim- 
^-ica tiqaanto complicata perch^ non abbiamo voluto introdurre d^i segni per 
i^care, immuHalamenU precedente o seguenie di x, prima o uUimo degli tf, ecc 
'I'ali sc^ %aLTk conveniente introdurre volendo trattare completamente la teoria 
Mie classi ordinate. 



Ijd 
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t reciproca tra gli « e i v; ej 4 tale che se x, y sono dementi di 
« e * i uno dei seguenti rispetto ad b di y, allora aacbe/x ft uno 
dei seguenti rispctto a it di fy. In simboli si ba : 

5. («, *), (v, k)tKo . D . (p, k) f(tt, *) = (yfu) rep ^Ji\x,ytit. 
x^h.o^,.fxKk(fy)\. (Def). 

Diciamo che («, A) ft equhaUnte (•) a (v, *) e scriviamo 
(«, A)c/i(w, *) quando tra (m, b) e (t>, *) si pu6 staWUre una cor- 
rispondcnza ordinata. Diciamo che («, b) ft minore di (w, *), e scri- 
viamo («, b) < (v, *), quando esiste una dasse w contenuta in • 
e tale che (11, b)vi{w, k) (*•). In simboli abbiaroo: 

6. («, A), (»,*)«Ko.d:(ii, A) c/>C», *).=.(»,*)£(«,*).= A. (Def) 

7 o.-.(«,*)<(w,*).=:««K».(i«,A)t/<w,*),.-=^ (Def)* 

Dalle prop. 6, 7 si deducono facilmente le seguenti 

(u, b), (y, k), (w, l)tKo.o.'. 

8. («, A)iy3(«, A) 

9. (a, b)(A(v,k).z=.(v, *)c/i(«. A) 

10. («, A)oo(w, *).(v, *)oo(«;, /)-3«(«. b)vi(w, I) 
IX, («, A)crt(t», k).o.(H, *)<(», Jr) 

12. (a, A) Crt(w, *) . (v, *)< (w, • 3 . («> *) < (w, 

13- («. ^XC". *)•(». i)<(«>, 0-3-(«», *)<(w, 

14. («, A)M(t», it). 3. » coo 

15. («. *)<(f. *).o. «<«(•-). 

§ 5, Opera:(ione S. — Sicno («, A), (v, k) classi ordinate toS 
che H, V non abbiano elementi a comune. G>1 simbolo (it. A) S (o. A), 
che leggeremo « classc ordinata (», A) segulta dalla dassc or<|inata 
(v. A) * iodicheremo la dasse « w v (somma logica di u con v) 

~ III .11111 I ' t . i u 11 I 

(*) II sig. Cantor chiama ii«i7i (ilhn jch) le due classi. Noi coQserviaino 
il tcrtnine equivalent!, poichft essendo questo stato definito per due classi 
(Cfr: « Classi finite », I. c) fe attualmente privo di significato per due classi or- 
dinate. Lo stesso dicasi per il segno < da noi introdotte sulle c Classi finite ». 

(**) Si osservi che ogni ordine dei v & pure un ordine di ogni dasse ooiii« 
tenuta in v, ($ i); quindi, sc «; ^ una parte di v si ha che (w^ k) h pure ana 
dasse ordinata. 

(•♦•) Cfr. « Classi finite », 1, c 
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or^nata con un criteno / tale che, essendo *, y elementi di «*--», 
Vaffennazione xt\y equivalga a dire che : o x, y sodo elcmcnti di 

M e '*Aj', o X, ^ sono elementi di w e xtky, oxiunveyi: 

un ». In simboH si lia 

16. («, h), (v, A)eKo . « - V = A . D . C«, h)S(y, k) = 
i[(iiw», />{/£Ord(wwi*);.:x,>'e(ttwv).D^: :xtly.^.\x,ytu. 
xiby.'^ -.x, ytv.xtky ■.■^:xtv .ytu\] (Def). 

Si dimostra assai facilmente che (u, h)S(y, k) h una classe 
ordinata univocameate determioata. Analogamente si ha che 

17. (u, b), (y, ifc)«Kpo.«'-» = a.d.(m, h)S(y, i)EKpo. 

5 6. Tipo d'ordine. — Se («, h) i una classe ordinata, scriviamo 
T'fu, h) al posto di • tipo d'ordine deg!i « ordinati col criterio ft i. 
Consideriamo il T'(u, h) come un ente astrallo funzione di (u, h), 
^s (u, b) ha a comune con tutte le classi ordinate ad essx equi- 
''slenti; vale a dire poniamo 

18. (u. A), (v, k) t Ko.o:T'(u, h)=r'(v, k).=.(u, h)u^(v,k) (DcO- 
Scrivendo T al posto di * tipo d'ordine », poniamo: 

19. T = «{Ck. A)eKo.* = T'(«, fc). -=f„,,jAl (Dei). 
Dalle proposizioni 8, 9, 10 risulta subito che per i tip! d'or- 

°'ne, I'eguagiianza dcfinita dalla prop. 18, gode delle proprieti, rijlfs- 
'*^a, simmetrica e Iransitiva; che cioi, se a, b sono lipi d'ordine 
9Uali!nque, si ha 



zb.b-. 



§ 7. Maggiori t minori. — Sicno (u, h), (v, k) classi ordinate. 
t)iciamo che il T'(m, h) h minore del T'(i', k), o che il T'(t', k) 
i maggiore del T'(a, h), e scriviamo 

T'(h, ftXT'Cw, A), o. T'((;, i)>T'(«. A) 



quaudo : csiste una pane v, di v tale che (», h) c/i (p, , i); ma non 
esiste una parte «, di » tale che («, , ft) w (v, A). In viiti della 
prop. 7 si ha che 



e la stessa prop, sussiste se al posto di No poniamo T (*}^ 

S 9' Qonsfiffuw^t (kll0 pMCf^iiime ^. <*-^ Ainnxettiamo ora veca. 
U. pfiop., 4 i(c4ivip ^n^H f9op9sh\wi si jediacoao logUamentc; 

jo^ ik^}kt^D.^ + i>a. (iO 

JiHm^ Si^ (¥>i^> WA dagstf perCetumeote ojcdbata. aveate a pet 

numero orJinale e sia v una dasse contenente un solo el^meim*. Sc^ 

pooiamt^ 

<kUii. ^o)|i ^« dmi^rwiQ « 4vMstr9ce cbi; P'^u>Q. ^« P qpa ha. uu 

ultimo eleincDto> allora P^(aQ perchi Q ha un ultimo elcipeiita 

q}^ 4 7v. Se P ha un ultimo elemento x, allAn^oajste ($.5) uo ele- 
mento y di u che non ha rimmediatamente precedente c taU che, 
^U (fl "^ ^J^) ^ (^ formano una clause finite di fit element!; allora, se 
P^Qx soqo a.nch^ equivalent! le dassi P., j2i ^^ si ottengono da 
P, j2 sopprimendo gU ultimi n. elcmenti; ma d6 h assurdo perch& 
P, non ha ultimo eletnento t Q^hz y per ultimo elemento (^). 
Dupque P-^c/^Q e, in coqseguenza, sussjste la prop. 30. Si osservi 
che la prop. 30 non & vera in generale se, s^condo il sig.. Cantor, 
si chiama n^nxero. ordioale, il tipo d'ordine di una dasse beix ordi- 
nata, come si deduce subito dall'esempio portato alia fine del ^ 3. 
31. flcNo.D:jir«No.fl <:c.x<a+ ^.=;:, a {A) 

Questa proposizione— che esprime non esistere.un numero ordi- 
nale compreso fra a e. 4 + i — ^ fadle conseguenza delta prop. C 
Se a h un numero ordinale, possiamo indicare con c ]> a i nu* 
meri ordiaali maggiort di a^ perchi la relazione x]> a equivale alia 



(^), Si inumde che bis<>gDa sia. ammcssa I'esistflnza, di. alneoo unn classe 
ipnoitiu (Cfa Classi. fmite, I. c), Del resto se non, esjfttQuo dassi iofmite allontv 
if Hpi, d'ordine sooo i numtrf in$0L 

(**) Si i]»;eod^ che qui facciamo u^p del prlndph dL ind^t^iffitH^. cmfl^ ^ 
Doi dimostrato t^eHa. QOstf% No(a. c (^e cla»si. finite «• 
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Iclazlone *e(t»(i. In coTiscguenza, se e> 4 un criterio d'or^inc 
per i aumeri orJlnali, allora (No, e^) indica U dasse dei numeri 
ordinali ordinati ia senso cresceote. 
Koi vogliamo ora dimostrare che 

32. (No, I»eKpo C^). 

Dim. loiaato (No, s^) t classe ordmata perchi le coadizioni 
(i), (c) del 9 ' sussistono in vinii dclle prop. 34, 21 e 32; ta con- 
dizioae (tt) ecjiiivalc alU prop. A. — Le prop. 27, 30, ji dimostrano 
chc le condiziooi (a), (/') del § j sono verificate per la classe ordi- 
nata (No, «>■). Sia ora (m, /j) una classe perfettamente oriiinata Jl 
cut Ducnero ordinale £ it; sodisfacendo (11, h) alia condizione (c) del 
^ J si ha chc : o a non ha rimniediatanientc prccedente (si in- 
imde nel criterio e», o csiste un numero ordioale x minore di *, 
noo avente rimmediatamente preccdenrc, e tale^ che ripetendo su » 
un numero finito di volte I'operazione + i si trova d. Dunque 
(No, t^) sodisfa ancho alia condizione (c) del § j. 

Essendo (No, e» classe perfetlamente ordinata, possiamo porre 

jj. Q = T*(No, 7» (DeO 

e si ba che 

J4. fl«No. (vi) 

Si pu6 ora dimostrare che 

35. fliNo.3. J < Q (A). 

Dim. Sia (u, h) una classe perfettamenie ordinata avente a per 
nurnero ordinale. Sia (v, k) la classe ordinata ottenuta con le leggi 
scguenti : qualunque sia I'elemento x di u, la classe w-^^hx sia un 
eleraento di v, e w non abbia che di tali elemcnti (w risulta dtinque, 
classe di dassi); se x, y sono dementi 6\ u & xthy si abbia che 
{u^-hx)ik{u^-hy), 

Risulta subito che (u, ^)c/:(v, ;!r) e quindt (v, k) h classe perfet- 
tamcaie ordinata il cui numero ordinale i a. Si lia pure facilmenle, 
dalle proposizioDt precedenii, che la classe dei numeri ordinali degli 
elemcnti di v, ordinata col criterio k, t una classe di numeri ordi^ 
nali minori di a, perfeltameme ordinata in seflso crescente ed avemc 
a pel oumero ordinale; ma tale dasse i minore di (No, s^) 9 
Quindi dalla prop. C risulta la prop. 35, 
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5 lo. ^M •"■iriiir — ^Se aeSi prop. 30 poniamo O al posto di a 
e se£l2 ?Bgg. 55 yLAiBO fi ^ i al pooo £ tf, abbiamo, in virtili 

tm^Si^ J^A^^> 3*V' ^^** ^^9 



pa^ jc fBcp. 21, 22, 

*> II MM n ^V AsBgae I2 pnsp. ^, samo giooti ad an assurdo, 
e cscaS r^Yi nponBasBCHBt ^SBostrato, cbe esistono almeno due 
c^ i'ccdae #, f (c ae rJv^.TW ccftamente tra i numeri ordinali) 

i cgKxLt^ BOB ( ■ i^li wr e noo h minore di b. 
wqat iaponfaSe of diaiie i dpi d'ordioe in generate, 
e xa parncPiaTe aacW i ■iiiii cofisali, in scnso crescente : vale 
a dire; i tip A*atSmt bob pnwiwio focmre per le dassi ordinate 
BB2 cUsse amfimm, camt per k dasa fiBiie e numerabili la for- 
cisce La dasse ^ BCBicii mm ladBata ia scnso cresccnte (*). Q 
scmbra die cost bbo 4ei pib xBfcitJBd soopi dei dpi d'ordine venga 



ity^ 
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(*) Nefnroeno U c*ASse d<i dpi SoHSmt cbe noo soao nimieri ordinali, pu6 
fornife ta cUsse orJinaU campiooc pw" le c'assi ordinate noo pcrfetumcnte or- 
dinate. Si pu6 infaiii din»strare assai fadtnentc chc per i T — No, o non ^ vera 
la prop. J^ o non ^ vera la proposiiiooe sefoente: « Data ana Ko — Kpo esistono 
doe T«No X, y tali, che i tipi d^ordine non minori di x e non maggiori di j 
ordinati in senso crescenie, fomuno una c*asse orJinaU eqaivalente a quella 
data ». Si capisce che qucsta prop, ^ necessario sia verificata insieme alia if, 
afliodi^ la dasse dei T --No possa essere ana dasse campioDe per le Ko^Kpa 
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SULLE SERIE PROCEDENTI SECONDO LE DERIVATE 



SUCCESSIVE DI UNA FUNZIONE. 



Noca del prof. S. Pinohorio, in Bologna. 



Adniwou deirii tprile 1897. 



Le serie ordinate secondo le derivate successive di una fun- 
none presentano un spedale interesse, per il fatto che esse possono 
servire alia rappresentazione analitica di ogni operazione distribu- 
tiTa, come ho dimostrato in un recente lavoro (*). Queste serie 
presentano sulle altre rappresentazioni analitiche delle operazioni di- 
stribudve, in particolare sulle espressioni di esse mediante integral! 
defimti semplid o multipli, il vantaggio di non contenere elementi 
arUtrarl quali le linee di integrazione; inoltre i calcoli su quelle 
serie, dove ne sia verificata la convergenza, presentano una grande 
sempliciti ed una notevole analogla coi calcoli sulle ordinarie serie 
£ potenze (^). 

La presente Nota si divide in due parti. Nella prima, si di una 
condizione generale relativa alia convergenza delle serie ordinate se- 



(*) SulU operaiicni Juniionali distributivi. Rendiconti della R. Accademia del 
Lincei, febbraio 1895. 

C*) Vedi la Nota: Dilla validitd effettiva di alcuni sviluppi in s$ri$difun* 
Xjmit ibid*y gennaio 1896. 
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condo ie derivate successive di una funzione; nella seconda, si con- 
sidera una classe particolare di tali serie, e cioi quelle che — per la 
relazione fra i loro coefficient! — si possono dire ricorrenti; tali serie 
presentano analogia coUe ordinarie serie ricorrenti dell'algebra, td & 
facile di esprimere in termini finiti Toperazione funzionale che esse 
rappresentano. 

i. — Candiztoni di canvergenza. 

1. Indichiamo con 7* una porzione semplicemente connessa qua- 
lunque del piano delta variabile complessa x (o di una rieminniana 
ad un numcro qualsivoglia di fogli e che sia stata resa semplice- 
mente connessa mediante un numero opportuno di tagli). Sia p(x) 
una funzionc — nel senso generale della parola — dei punti di questo 
campo; questa funzione sia in T ad un valore, continua, finita, 
reale e positiva. Sia poi a.Cv) (n = o, i, 2, ...) una successione 
data di funzioni analitiche regolari in T e che per ogni valore di 
X preso in questo campo. soddisfino alia disuguaglianza 

(f) k(*X <?•(*) (»ii€^ I, It...). 

Con questa successione di funzioni costruiamo la serie 

essendo f (x) una funzfone analhka regolare in una por^onie 7^ di 
T\ vogUamo mostrare come ^\ possa determinafe un'area !n T, , pei 
punti delta quale la serie (<t) sia convergei)te assolutamente ed unl- 
formemente. 

2. A questo effetto, definiamo la seguente fnnzione ad un va- 
lore, reale e positiva dei punti di T^. Se rappresentiamo con (r) 
Tinsieme dei punti del contomo di T^ (contorno che pu6 constare 
di un sistema qualunque di linee e punti), ad ogni punto x dell'in^ 
temo di r, oorrispond^ an limite inferiore per le distame di x da 
(^); questo limite inferiore si indicherii con ^{x). 
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^ sQQfge subtto come 8i (x) sia una fuozione perfettameate de- 
tenniiuta per ogni puDto x i\ T^; come essa sia reale e positiva eutro 
^ T^i come sia nulla al contomo; come raggiung^ un massimo in 
UQO o pift punti o in linee — ma non in aree — neU'interno di T^i 
come infine, descrivendo da un punto x^ interao a T, il cerchio 

('e > (*) ^^^^^ contenuto in Ti , per ogni punto jc interao a questo 
cerchio si abbia manifestamente 

oode la cootinuiti di i(x). 

3* Q6 postOy si pu6 esunciare la scguente proposizione : 
c Se si trova in T, un punto per il quale sia 

(») pC«)<>(*)» 

c esisteri tutta un'area i cui punti soddisfano aquestadisuguaglianza, 
c e in questa area la serie (a) h convergente assolutamente ed uni- 
< formemente e rappresenta quindi una funzione analitica. > 

Intanto, se esiste entro a T^ un punto per il quale sia verifi* 
oata la (a), esisteri t-utta un'area i cui punti verificheranno quella 
disuguaglianza, in seguito alia continuity di p(x) e di i(x); sia T^ 
questa area. 

Indichiamo con x^ un punto qualunque interao a T^ ; per avere 
f (*o) <C ^ (*o)> s* possono assegnare tre numeri positivi :(, , :i^, ;f , 
tali che sia 

(3) P(^«)<^.<^a<^,<>(^c>). 

Essendo poi la f(x) continua> si pu6 descrivere un cerchio 
('o> ^^^^ ^^^ P^^ ^S^^ ^"^ punto sia 

(4) P W < ^i- 

D'altra parte, la funzione f (x) essendo regolare in T^ szrk svh 

(*) Si iodica con questa nota^ione il cerchio di centro x^ e di raggio r. 
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luppabile in scrie di potenze di x — x^ convergente nel cerchio 
[x^ , i (xj]; esso avri dunque nel cerchio (x^ , :(^) un massimo va- 
lore assoluto m. La f(x + ^^ P^^ quindi sviluppare col teorcma 
del Taylor 

sotto la condizione |x — xj + :f, <[ > (jr^), cioi a fortiori per i punti x 
del cerchio (x^ , ;jj — ^), ed in questo cerchi6 sari, come i noto : 



(s) 



J*y 



<<*■ 






G>nsiderando ora la serie (a), e prendendo come intomo di x^ 
il minore dei due cerclii (x^,, r) ed (x,,, ;(, — :(J, si avri in forza 
delle (i) e (4), per tutti i punti x appanenenti a queirintomo : 

i«.(x)i<p'(x)<c:<t:, 

da cut risulta, per la (5), la convergenza assoluta ed in ugual grado 
della serie (a) per ogni punto deirintomo considerato di x^, e di 
conseguenza per tuua Tarea T^. c. d, d. 

4. Chiamando campo fun:(ionale di convcrgtni^a della serie (a) 
rinsieme delle funzioni analitiche f (x) che, sostituite in {a), la 
rendono uniformementc convergente nei punti di una area, si vede 
che a questo campo appartengono tutte le funzioni per le quali la 
distanza di un punto x di T dalla loro singolariti pifi prossima i, 
per qualche punto x, supcriore a p (x). Se poi per x = x^ , si ha 
p (xj = o, ogni serie di potenze di x — x,, convergente in un in- 
tomo di Xq per quanto piccolo, appartiene al campo funzionale di 
convergenza della (a), che viene cosl ad essere, rispetto ad x^, una 
di quelle serie che in un lavoro citato (*) ho chiamate di prima 
specie. 

(*) Delia validity ifeUiva, ecc pag;. 29, 
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n. — Serie ricarrenH. 

5. AUuasi Tequazione differenziale lineare non omogenea 



dov^.w^^ *if «•• ^i* ^ T(^) s^^o funzioni analitiche regolari nel 
cMipo r. Dico che si pu6 csprimere la soluzione di questa equa- 
zione mediante una serie dell a forma {d)y convergente per ogni fun* 
zione f (x); in altre parole, riguardando il primo membro della (6) 
come un'operazione F(^) (forma differenziale lineare) da eseguirsi 
sulla funzione ^, dico che Toperazione inversa ^"'(9) i rappresen- 
tabUe mediante una serie (a) di prima specie. Go si pu6 vedere nei 
due modi seguenti. 



6. Si poQga 



i-=iu.v),^ 



dove le funzioni \(x) sono da determinarsi; possiamo applicare (*) 
il metodo dei coefficienti indeterminati e scriviamo all'uopo 



^(S:^.w^)=?w; 



applicando i'operazione distributiva F ai singoli termini della serie 
e ricordando la nota formula di d'Alembert (**), si ottiene fra i 
coefficienti \(x) il sistema di relazioni 

(7) F(\) + F(X_) + -i- F"(X„) + . . . + ^F(->(X^) = o 

1.2 tHi 

(lf=:l, 2, 3, ...) 



I*. 



O Della validitd iff$Hiva, ecc, pag. 31. 

(^) Optra^iimi distributive : le e-quaiioni differenxiali Uneari non omogenu. 
Rendiconti della R. Accademia dei Liiicci, aprile 1S96, pag. 302, formula (2). 
Kend, Qirc, McUem., t. XI, parte i*. — Stampato il 19 miggio 1897. 29 
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colla condizione iniziale 



Fa)=i. 



La (7) h qui un'equazione mista differenziale e alle differenze, 
di cui possiamo detcnxiinare rintegrale generale contenente m fuD- 
zioni arbitrarie. Sia infatti f(x) un integrale delFequazione F=o; 
sia X UQ^ funzione arbitraria, regolare in un intorao di x = x^ , 
dove Xq & un punto qualunque interao a T, e sia posto per brevitit 

se in (7) sostituiamo a X, Tespressbne 

(-i)"p(x)D-x(*) 

ed appiichiamo la citata formula di d'Alembert, scorgiamo senza 
&tica che Tequazione (7) medesiina h soddis&tta per tinzm, m + i, 
m + 2y . . . L'integrale generale della (7) si avri dunque, prendendo 
un sistema fondamentale p,(x), p,(x), . . . p^(x) d'integrali dell'e- 
quazione F = o ed altrettante funzioni arbitrarie Xi > Xa > • • • X-. > 
sotto la forma 



(6) 



\W = I(-0'p»(*)^^lW. 



i^i 



(» cs My m + '» n-\-2t,,.). 



Integrata cosi in modo generale Tequazione ricorrente (7) ri- 
mangono ancora da determinarsi le funzioni arbitrarie in modo da 
soddisfare alle equazioni di condizione delle \(x) per i valon 
ff = o, i» 2, ... m — i; cioi a 



(9) 



FO^.) + POO = 0, 






PO^,) + F'(\^) + ... + 



tn — il 



F<-)(\,) = o. 



itlLLB iERtS PROCEDEim SfiCONDO Lt DERIVAtB, ETC. I^I 

Airuopo> basta di ricordare le relazioni fra il sistema dMnte- 
grali p, » Pa > . . . Pm cd il sistema corrispondente di moltiplicatori, 
che indicheremo con [i. » [i^ , ... [i^. 

Queste relazioni sono, come h noto (*): 

y ^ ^f^i _ jo, per A + * < m — I, 
tr, dx^ rfx* — j(_ ,)*, per A + * = w — I. 

Tenendo conto di queste relazioni, si verifica facilmente che il 

ststenia (9) i soddisfatco facenJo x, = ^"'h » (*= i> ^> • • • ^)» 
talch& lo sviluppo di ^ o F"'((p) viene dato nella forma 

f 

(10) F-(?) = s i(- i)"p<o^) D-^"*'^[^(*)]ft . 

7. L'altro metodo per giungere a questo risultato & il seguente. 
Indicando ancora con p,(;t) e (Xj(x) (i = r, 2, ... m) un sistema 
fondamentale d'integrali ed il corrispondente sistema di moltiplica- 
tori della F = o, il metodo della variazione delle costanti arbitrarie 
di Lagrange fomisce I'espressione di 4^ o di F"*(9): 



I— I 



Ora per lo sviluppo di ^'[ft(^)9(*)] si pu6 applicare una 
formula che ho fatta conoscere recentemente (*"*) e di cui ho date 
le condizioni di validit^; essa ci dk 

e sostituendo nella precedente espressione di F'^ si ritrova inome- 
diatamente la (10). 

8. Si tratta ora di vedere se per la serie (10) cosl ottenuta 



O Vedi, p. cs., Schlesinger: Handbuch d$r tin. DiffirnUialgU Bd. I, 

(**} Operaiioni distribuiive: VinUgraiione sucassiva. Rendiconti della R. Ac^« 
demia dei Lincei, aprile 1896, pag. 239. 
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sono verificate le condizioni di convergenza stabilite oella prima 
parte. £ tioto intanto die nell'area semplicemet^e connessa T^ in 
cui Tequazione diflerenziale F = o aon ha akun punto singolarey 
sono regolari le im funzioni p^x) e [ti(x). Prendiamo uo punto Jt^ 
qualunque interno a T, e descriviamo un cerchio (x^t r) il cui 
raggio sia infcriore alia minima distanza S(jcJ di x^ dal contorno 
di r. Entro (a^, r) le f^(x) avranno un massimo valore assoluto 
gil inoltre si avri 

IlXx) = fl<,o + «H. (* — *o) + ^.(* — ^* + . . . , 
e la serie • 

avr& pure in {x^ » r) un massimo valore assoluto : sia h^. Essen- 
dosi posto 

ir^'^% = £D^iL,(x)dx, ir'v>,z=2J^iLXx)dx, 
si avrji manifestamente entro (x^, r): 






posto dunque 



J^giK — K 



il coeflSciente di j~ nella (lo), ossia 



X. = (-!)• X p. (*)^"*'V*('> 



IMI 



verrii ad essere, in modulo, inferiore a 



I *(JC-JCJ 



.*n 



»! » + I 
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Ma (x — *o) ^ niinore di ^(x^) e quindi entro il cercbio (Xq, r) 
la coadizione (z) i soddisfalta. 

La formula (10) rappresenta cost in tutto I'intomo {x^, r) di 
ig una fuDzione analiiica regolare, la quale pu6 esserc conilnuata 
aaaltticamenCe id tutto T e che h la soUizione dclla equazione (6); 
in aliri termini, essa vale a rapprescniare una liclle determinaziom 
dell'operazione F~'(^). Possiamo aggiangere che per le funzioni 9 
regotari aell'iDlomo di x^. La serie (to) & una di quelle che abbiamo 
dette di prima specie. 

9. Per la lelazione (7) cui soddisfano i suoi coefficientl, la 
serie (10) si pu6 dire rieorrente. Non aggiungendo alia (7) le con- 
dizioni (9), ma lasciando invece arbitrarie le io> '^n ■ •• ^.►-ii '* 
equazione (7) determiner^ un sistema \ di coefficientt pel quali ta 
serie 

avri un significato pii generale : essa rappresenterl cioi I'opera- 
lione F~' G, cssendo G uaa forma diScrenuale lioeare dell'ordine 



10. Nel caso particolare che I'equazioae (6) abUa i coeffidenri 
costacti, e sia 






ed i coefScienti i, sono costanti soddisfaceati alia relazione di a- 
correnza 

C'3) *»-, + o, t,«+, + ... +fl,A. = 0. 

La serie (12) differisce dmique da uaa delle serie ricprrenu 



iJ4 ^. ^ikChbAl^. 

elementari che si considerano in algebra, per il solo fatco della so- 
stituzione delle derivate successive alle potenze di una variabile. Ma 
questa serie (12) presenta un inconveniente : essa non converge se 
non per funzioni f (x) assai particolari> e precisamente solo per fun- 
zioni trascendenti incere in cui la legge di decrescimento dei coeffi- 
cienti h assoggcttata a certe restrizioni. 

£ dunque preferibile sostituire alio sviluppo (ti) la serie (10) 
precedentemente ottenuta, che si pu6 rendere invece convergente 
per ogni funzione analitica <f(x). 

A questo efietto, consideriamo I'equazione caratteristica della 
equazione lineare a coefficienti costanti F = o^ cio& la 

(14) /(O = t" + «.?""' + ... + «• = o 

e supponiamo per semplicit^ le sue radici tutte semplici, ;;„ :(^9 ... :;;«, 
(lasciando al lettore la facile modificazione cui darebbe luogo il caso 
delle radici multiple). Gl'^integrali di F=:t> saranno dati da 

p^(x) = e«*, (1 = 1, a, ... m) 

i mduplicatori (integral! deU'equazione aggiunta di F = o e per 
la quale I'equazione caratteristica si ottiene da (14) col cambiamento 
di ;( in — saranno dati da c^e"^, dove le costanti c^ devoao 
soddisfare al sistema 

donde lisulta immediatamente 

I 



«i = 7; 



dove/'(0 indica la derivata di /(t). La formula (lo) diviene cosl, 
Del oostro caso 

(15) i=-(9) = ||i=i^2r<-)(e-o^. . 

Questa, prendendo il limite inferiore delle integrazioni indicate 
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da D~<*^') uguale a zero» converge, per valori di |jc| abbastanza piccoli, 
per ogni funzione analitica 9 (x) regolare intorno ad x = o> ed & sotto 
questo riguardo assai preferibile alio sviluppo (12). Nella Nota pii!i volte 
citata : c Sulla validith effettiva di alcuni sviluppi > ho g*d fatto cono- 
scere, in un caso panicolare, il vantaggio della sostituzione di uno 
sviluppo della forma (15) ad uno della forma (12); ho mostrato 
cioi che alio sviluppo 

■ 

(convergente solo per le funztoni 9 che siano quelle trasccDdenti intere 
in cui il rapporto di un termine al precedcnte tende a zero piil rapl- 

damente di — e quindi serie di seconda spede) si pu6 sostituire 
come soluzione dell'equazione 

lo sviluppo convergente per ogni funzione analitica 9 (jt) regolare in 
un intorno di x = o (serie di prima specie) 



-«'|:(-i)«irc^'>(05^. 



Bologna, 8 aprile 1897. 



S. PiMCHERLE. 
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SUI POLINOMII bl LEGENDRE. 

Nota di 6. Mtrert, in Geoova, 



AdvMasft 4tl 9 aaggio 1897. 



Reputo opportuno far conosce^e al t Circolo Matemadco > al- 
cune considerazioni intorno at polinomii diLegendre e Laplace, 
le qualiy se non erro> contengono qualche perfezionamento dell'ordi- 
naria teoria di queste funzioni sferiche elementari. 

Essendo ft una variabile reale, compresa tra — i e + i^ t ^ 
una variabile comunque complessa, il cui modulo 6 minore di i, si 
ha per definizione dei polinomi di Legend re e Laplace P«((a) 
la serie : 



Questa serie i, per noti teoremi generali, derivabile termine a 
termine tanto rispetto a [i quanto rispetto a p, sicchi da essa coUe 
accennate derivazioni si deduce : 



(f* - p)(i - 2 t*p + pt^ = i:«^.(f*)p*"' (•)• 



(*) SI tenga presente che Pq(j^) a x. 



Sai POLIKOMn DI LEGENDRB. 1^7 

Si moltiplichi la i* di queste relazioni per [t — p e si sottragga 
la 2* mddplicata per p> si ottiene : 



ossu: 

duoque : 

Derivaodo rispetto a |a si ha di qui : 



ma I'equazioQe differenziale a cui soddisfa P. ci dk : 

(I - fi.*) p: = 2 fL F, - uin + i)P.; 

e per69 eliminando dairultima equazione le derivate seconde, si 
otriene: 

K[2 fA* - (n - i)(i - |xO] - 2 |xP:.. - n(n + Of^P. 

+ n(n — i)P^t = 0. 

In questa equazione si sostituisca in luogo di n P. Tespressione 
somministrata dalla (I), si ha 

p:[3tt«-(«-i)(i-n»)-(« + ,)n«] 

+ PL,[(n + i)pi - 3 1*] + «(» - 0P„ = 
ossia: 

^. = »i'« + i*PL.. (11) 

|{^. 0>tf* HaUm,^ X, XI9 pane i*. — Stampato il } ^iu^o 18^^. 2} 



Si moltiplichi la pr^cedcnte equtsiotMe |>er )& td Hi poUb di 
ft I'll si iotroduca Tespressione soomlitiistlrata dalU ^ it ottitne 
ovviamente : 

Questa relazione, partendo da P^z=:i, permette di oHenereskC" 
cessivamenle tutii i polinamti P. (ft) : essa e la (II) sooo molto comode 
per studiare le proprietii ^1 questi ptohnoniih 

Per es. nella (H) si scriva n + i invece di n e nell'equazione 
ottenuta in luogo di PJ si ponga Tespressione data dalla (II); si 
tixiva cosi: 

P:,. = (If + 1>P, + «|lP^. + |^*it.|t 

da questa relazione aoltitettdo la (III) si ded\fte la ben nou rela- 
ziooe : 

Si cangi invece n in n + i nella (III) ed in luogo di P^ si 
sostituisca I'espressione (It), si ha : 

(«+i)P^. = (if+i)ptP.-ii(i-(t-)P^.-|^0-f^")^il 
ma la (III) dJi : 

quindi moliiplicando quest'ultima equaDont |^ (1 t 8omi)MAiM« 
coUa precedente segue : 

(if + i)P^, ={tn + OftP, — nP^ » 

relazione pure conosciuta. 

Assunfi tre assi ortog^ili di rif^rimento, diciamp : x^ y, :^i 



i8o 6. kotBtA. 

Per :^ = o si ha : 

e per6 posto x = i, jr = o, ^ = o, essendo p = i» si hm 

P.(cos:rO = t=iip'^^. (,f-^cossO 

Tolti gli accent! e scritto ft invece di cos !^ la fimnola prece- 
deote diviene: 



PM=i=fr\^) 



Genovt, aprile 1897. 



G. MotBEA. 



1^1 BStRAtn DAI VERBAli. 

(Palermo, 1896) di cul TAulPr^ P«>f, C|^l4^rfr«»£s| dflUP *"* Bibliotcca del 
Circolo, si esprime net seguenti termini: 

II prcsente Trattato 6 eccellente. Pregi prindpali di esso sono: Tuniti e 
generality del metodo, la sobriety nella scelu e nello svolgimento della materia, 
la semplidtii ed elcganza con cui si succedono le trasformazioni algebriche. 

Dopo di avere accuratamente premesso ci6 che si riferisce al prindpio dei 
segni per i segment! della retta, gli archi nel drcolo, g!i angoli e le aree nel 
piano, I'Autore pone i fondamenti delle coordinate cartesiane nel piano e nelio 
spazio, s^|)iIisce le eqijazioq4 del prQQl^ e 4ellt rfer^ e QQl fusaidio di qaeste 
deduce alcune formole [Vedi in particolar modci le (Q t pag- 3|t le(3) t pag. 24, 
le (12) e (i)] a pag. 31], che ^i tr^iduponq poi itnmcdiaUmente nelie formole 
trigon:>metrichc per I'addizione e sottrazione degli archi [pag. 41] e nellc xtl^9 
zioni fondamentali fra gli element! di un triangolo piano, o sferico, qualunque 
[pag. 64, 81]. Questo impiego delle coordinate 6 fatto con maestrla, ed k quelle 
che conferisce al trattato la uniti e generality di metodo. Importa tener presente 
che questa maniera di trattare la trigonometria 6 stata dal prof. Caldarera 
introdotta (in dal 1856 (Vedi Avwrt4n{d). 

In piccola mole, il libro contiene tutte le formole che generalmente occor- 
rono nelle applicazioni della trigonometria; contiene inoltre alcune questioni, 
scelte con avvedutezza e svolte con sobrietii (Vedi ad es., pp. 48, 60, 73-78, 
100*1 1 iX le quail, se noa sono tassativamente prescrttte dai programmi delle 
nostre scuole secondarie, valgono tuttavia ad ingenerare negli studlosi il deslderio 
di apprendere da sh pi6 di quello che non si possa nella scuola insegnare. Ve-^ 
sposizione procede rigorosa, e nel tempo stesso siringata come si eonviede, petch^ 
nn libro fatto per la scuola non deve sostituirsi alia viva parola deirinsegnante, 
se si vuole che questa e quello producano tl maggior profitto degli scuolarL 

Infine I'ordine, I'eleganza e la semplidti con cui si snccedono le formole e 
gli sviluppi algebrici (ci6 che pure forma una delle attrattive del librc^ sotio il 
maturo frutto del lungo insegtumento prestato dal I'Autore nel R. Istituto Tec- 
nico di Palermo. 



ADUKAN2A DEL 24 MAGGIO 1896. (Presidenia F. Caldarcrt). 

GorrispoiidaiiBa. — La deskd AkadimU CisaU FraniUkn Jatefa di Praga 
partecipa la morte del suo protettore 1* Ardduca Carlo Ludovico awenuta 
il 19 maggio 1896. II Grco!o si assoda al lutto della detta Accademia ed hica- 
rica il Presidente di esprimere le condoglianze della SodetiL 

MemorJe e Ctomnnioarioni. 

AUTONNE : Sur Us p6l$s its fomiians uniformts i^ dtux variMts hMpm^ 
danUs (Continuazione e fme). 



ADUNANZA DEL 14 GIUGNO 1896. (Presideiiza F. Caldtrert). 

II PuBtUNiMTB, cen ppofapdo dolore, ik il tristt anauBcie dellt Matte del 



1^4 BSItATTI DAI VWUidi. 

Luigi Lo Monaco Aprile, proposto dai sod AlbeggUni e 
Ing. Domenico SaUdinOi proposto dai sod Gebbia e Rodgliano, iooo 
eletti sod ruUnUi; ed i signori: Ing. Felice Verde (Speita), proposto dii 
sod Peano e Porro; Dr. Adolfo Viterbt (Mantova), proposto dai sod Vi- 
vanti e Martinetti, sooo eletti sod mam rosUUmU. 



ADUN ANZA DEL lo GENNAJO 1897. (Presidenza P. Caldarera). 

CoiTi apo ndapga. — I signori Conoscente, Lo Monaco Aprile, 
Saladino, Verde e Viterbi ringi:aiiano per la loro ammissioQe a sod 
del Qrcolo. 

AnunlMioiio di miOTi smcL — Dietro votazioni a schede segreie, il si- 
gnor Dionisio Span6, proposto dai sod Gacda e Gerbaldi, h eletto socU 
rssUgmU; ed i signori: Horatio S. Carslaw (Helensburgh, Sooda), pro- 
posto dai sod Gnccia e Gerbaldi; Dr. Enrico Casielli (TrapaniX proposto 
dai sod Bianchi e Gucda; Prot Michele Petrovitch (Belgrado^ Serbia), 
proposto dai sod Gerbaldi e Gucda, sooo eletti sod mom nsidomH* 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 17 GENNAJO 1S97, a* sensi del- 
Part. 18 dello Sututa (Presidensa P. Caldarera). 

Alle ore 1$ predse il PftEStOBNTi apre I'adunanza e richiana gU articoli 16^ 
17, 18, 19, ao, 33, 33 dello Sututo, relativi alia elezione e alle funzioni del Con- 
sigHo Direttivo (Comitato di Redazione dei Rcndiconti). II Prbsidbntb constata 
che le lettere per la elezione del G>nsiglio Direttivo pervenute alI*Uffido di Pre- 
sidenza (ino alle ore 1$ di oggi 17 gennajo 1897 sono in numero 99. Tn di 
queste lettere sono dichiarate mulU perch^ non (innate nel retra Le rimanenti 
96 portano la (irma dei soci: 

Agnello, Alagna, Albeggiani, Amid, Amodeo, Andrd, Bagnera, Basite, Bel- 
trami, Berzolari, Blasema, Bootade, Bordiga, Brambilla, Bucca, Burgatti, Calda- 
rera, Cap]t6, Carslaw, Castellano, Castelli, Castelnuovo, Cerruti, Certo, Cono- 
scente, Cremona, De Franchis, Delia Rocca, Del Pezzo, Del Re, Di Pirro, 
D'Ovidio, Durin Loriga, Enriques, Fano, Fileti, Floridia, Fouret, Galdeano (de). 
Garibaldi, Gebbia, Gerbaldi, Giudice, Gucda, Jadanza, Jordan, Jung, Kerbedz (de), 
Laisant, La Manna D., La Mcnsa, Lama di Maziarino, Lauricella, Levi-Civita, 
Lo Monaco Aprile, Loria, Macri, Maisano, Marcolongo, Marrai!ia, Martinetti, Ma- 
soni, Mattina, Merlani, Messina, Miceli, Murer, Neppi Modona, Pepoli, Fieri, Pin- 
cher*e, Pintacuda, Piuma, Poincar^, Politi, Porcelli S., Previtera, Rdna, Reuli, 
Rindi, Rotigliano, RuBini, Sadun, Schlegel, Sforza, SomigHana, Span6, Spelta, 
Taschetti, Torelli, Valeri, Verde, Viola, Viterbi, Vivanti, Volterra. 

Aperte dai Presidente queste 96 lettere, si sono trovate altrettante buste 
piccole chiuse. Aperte dai Presidentb le anzidette 96 buste piccole si sono tro- 
vate altrettante schede 4i votaztone. Fattone lo spoglio dai PresidentBi assistjto 
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dai Segretari e dagli scrutatori signori Bucca e G)noscente, si & avuto il risul- 
tato seguente: 

Soci del Circolo (addl 17 gennajo 1897) 170 — Votanti 96. 



Residemti. 



Albeggiani eletto con voti 90 

Gebbia » 9989 

Gerbaldl » » » 93 

Guccia 9 9 9 92 

Torelli » 9992 

Riportarono inoltre voti: 

Caldarera i— Capit6 x— Patern6(F, P.) i— Venturi 8 
Zona a — Dispersi i. 



NoK Residemti. 



Beltrami (Roma) 

Bianchi (Pisa) 

Brioschi (Milano) 

Capelli (Napoli) 

C e r r u t i (Roma) 

Cremona (Roma) 

Del P e z z o (Napoli) 

Jung (Milano) 

Loria (Genova) 

M a i s a n o (Messina) 

M i 1 1 a g-L e f f I e r (Stoccolma) 

Peano (^Torino) 

P i n c h e r 1 e (Bologna) 

P i n c a r 6 (Parigi) 

V 1 1 e r r a (Torino) 

Riportarono inoltre voti: 

Arzeli i — Bertini 11 — Burali-Forti i — Castelnuovo 4 
Chizzoni i— Del Re i — D'Ovidio xi — Enriques i — Giudice i 
Marcolongo i — Mariinetti 2 — Morera 9 — Picard x — Ricci 2 
S a 1 va tor e-Di no i — Segre 17 — Somigliana 2 — Veronese xo 
Vivant i i. 

Rend, Circ. Matem.f t. XI, parte x*.— Stampato il 28 a^osto X897. 24 
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II Presidente proclama il risu^tato del la votazionc. Approvato dalTAssem- 
b!ea i' presentc verbale, la seduta 6 tolta al!e ore 19. 



ADUNANZA DEL 24 GENNAJO 1897. (Presidenza G. B. Gucci a) 
Gorrispondenza. — II Circo*o accetta di istituire il cambio dei suoi Ren- 

diconti con la raccolta scientiTica « Travaux Math^raatiques et Physiques » di 

Varsavia. 



ADUNANZA DEL 14 FEBBRAJO 1897. (Presidenza P. Caldarera> 

II Presidentb comunica ai Soci che dopo le ore 15 del dl 17 gennajo u. s. 
pervenncro all'Ufficio di Presideaxa altre $ lettere portanti alPestcrno I'indica* 
zione a stampa «Elezione del Consig^io Dircttivo pel triennio x 897-98-99 », cioft 
tre il 18 gennajo, portanti le firme dei soci BuraU-Forti, Mancini, Terzi, iifia il 
20 a firma del socio Mittag-Leffler; ed una il 21, a firma del socio Patemb (E.). 
Queste $ lettere sono state rimandate intatte ai mittenti. 

II Presidente partecipa ai Soci che il nuovo Consiglio Direttivo ha scelto 
il prof. G. B. G u c c i a quale delegato per dirigere la pubblicazione dei Reodi* 
comi pel triennio 1897-08-99. [Vedi art. 20 dello Statuto]. 

Gorrispondenza. — La Reale Accademia delh Scienie di Torino di il dolo- 
roso annuncio del la morte del Prof. Comm. Galileo Ferraris, senatore 
del Regno, avvenuta il 7 febbrajo 18^7. II Circo'o si associa al lutto della dettt 
Accademia e di incarico al Presidente di esprimerc le condoglianze della Societi. 

Ammissione di nuovi aoci. — Dtetro votazione a schede segrete, il Doc- 
tore Nicol6 Traverse (Tortona), proposto dai soci Loria e Morera, t eletto 
socio non residente. 

Aiiari intemi. — Esposizione ed approvazione del Conto consuntivo dell'c- 
sercizio 1896, reso dal Tesorierc, e del Bilancio di previsione per I'esercizio 1897. — 
Nomina di una Commissione, composta del Presidente e dei soci Albeggiani e 
Gebbia, per esaminare i conti reUtivi airammobigUamento del Circolo, compi- 
lare Tinventario e far consegna al Tesoriere degli oggetti in esso distinti. 

Blemorie e Gomanicasioni. 

BURALI-FORTI : // metodo del Grass mann nella Geotnetria proitttiva, 
(Nota II*). 



ADUNANZA DEL 28 FEBBRAJO 1897. (Presidenza F. Gaidar era). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il signor 
Angelo Gugliuzzo, proposto dai soci Guccia c Gerbaldi, k eletto socio 
residente. 

Memorie e Gomunicazioni. 

VOLTERR A : Sul principio di DirichleL 

BAGNERA: Sopra la costru^ione del gruppo delVicosaedro. 
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BUCCA : SuUo svUnppo d*una funiione uniforme di variahile compJessa, dotata 
di singolaritd isolate, in serie colle caralUrisliche separate, 

DE FRANCHIS : Sopra una teoria geometrica delle singolaritd di una curva 
algebrica pi ana. 



ADUNANZA DEL 14 MARZO 1897. (Presidenza F. Caldarera). 
Memorie e Gomunicazioni. 

DE FRANCHIS : Sopra una teoria geometrica delle singolaritil di una curva 
algebrica plana, (Continuazionc). 



ADUNANZA DEL 28 MARZO 1897. (Presidenza F. Caldarera). 
Memorie e Gomunicazioni. 

DE FRANCHLS : Sopra una teoria geometrica delle singolariti di una curva 
algebrica plana, (Coniinuazione e fine). 

BURALI-FORTI : Una questione sui numeri transfiniti. 



ADUNANZA DELL'xi APRILE 1897. (Presidenza F. Caldarera). 
Memorie e Gomunicazioni. 

PINCHERLE: Sulle serie procedenti secondo le derivate successive di una 
fun:(ione. 



ADUNANZA DEL 25 APRILE 1897. (Presidenza F. Caldarera). 
Affari intemi. 



ADUNANZA Dl-L 9 MAGGIO 1897. (Presidenza F. Caldarera). 
Memorie e Gomunicazioni. 

MORERA : Sui polinomii di Legendre. 

FANO : Un teorema sulle superftcie algebriche con infinite trasJorma[ioni pro* 
iettive in sh. 



ADUNANZA DEL 23 MAGGIO 1897. (Presidenza F. Caldarera). 
Memorie e Gomunicazioni. 

POINCARE: Sur Vintigration algebrique des Equations diffirentielles du premier 
ordre et du premier degri, 

PETROVITCH: Quelques for mules ginirales relatives au calcul des inttgr ales 
difinies. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 30 MAGGIO 1897. (Presidenza 
F. Caldarera). 

Si dii lettura del rapporto della Commissionc nominata nella adunanza del 
14 febbrajo 1897, col quale si riferisce di aver trovato in perfetta regoU il cento 



i 
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prescntdto dal socio G u c c i a. II Circo'o approva tutte le proposte della detta 
G>mmissione. — Su proposta del socio Conoscente si nomina una Coounis- 
sione (che riesce coniposta dei soci G e r b a I d i pre$idente» Bucca e Cono- 
scente), per ia compilazionc del « Regolamento speciale della Bibliotecas, del 
quale & cenno alTart. 38 dello Statuto sodile. 

ADUNANZA DEL ij GIUGNO 1897. (Presidenza G. B. Gucci a). 

Gorrispondensa. — La Seiiotu Sicilians d$lV AssodaxitmB iltUrcUcmiu Aa- 
/faii.i invita il Prcsidento del Circolo Matcmatico ad assistere alia Coxnmeroora* 
zione del Scnatorc Prof. Galileo Ferraris, che sari letta oggi stesso^ 
neir Aula Magna di questa R. UnivcrsiU, dal Prof. Stefano Pa gliani» pre- 
sidente di detta Sezione. 

ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 1$ GIUGNO 1897. (Presidenza F. 
C a I d a r e r a). 

Afbri intemL — Inventario dei mobili appartenenti al Qrcolo. Consegna 
al Tesoriere. Stanzianiento di fondl 

ADUNANZA DEL 27 GIUGNO 1897. (Presidenza G. B. Gucci a). 

AmmLHBone di nuovi bocL — Dietro votazione a scrutinio segreto » il 
sig. Vincenzo Correnti (Palermo), proposto dai soci Gerbaldi e Gucda, k 
eletto socio residenU, 

Memorie e Comnnicarioni. 

LAURICELLA : SulU temperature staxionarie. 

ADUNANZA DEL 25 LUGLIO 1897. (Presidenza F. Caldarcra). 

Gorrlspondeiisa. — II Dr. Francesco Tirelli (Siracusa) si dimette 
da socio del Circolo, a partire dal 1^ gennajo 1898.— II Circolo delibera di rin- 
graziare il Commissario straordinario Comm. Pantaleone ed il Sindaco di 
Palermo Comm. A m a t o-P o j e r o pel sussidio di L. 500 accordato alia Societi 
pel 1897, a titolo d'incoraggiamento alia pubblicazione dei Rendiconti. 

ADUNANZA DELL'S AGOSTO 1897. (G. B. Gucci a). 

Ammissioiie di nuovi soci — Dietro votazione a scrutinio segreto , il 
sig. Giuseppe CassarA Cabasino (Palermo), proposto dai soci de Fran* 
chis e Guccia k eletto socio residents 



ADUNANZA DEL 22 AGOSTO 1897. (Presidenza F. Caldarcra). 
Affloi intemi. 

F. O. O. B. G. 

ERRATA-CORRIGE. 

A pag. 271 del t. IX, dopo la linea 16 aggiungasi: 

11 Circolo delibera di ringraziare il Sindaco ed il Consiglio Comunale di 
Palermo pel sussidio di L. 500 accordato alia Society pel 1895, a titolo d*inco- 
raggiamento per la pubblicazione dei RendlcontL 
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SULLE TEMPERATURE STAZIONARIE. 

Osservazione di G. Lauricella, in Pesaro. 



Adunaosa del 27 giugno 1S97. 



II Poincar6 nella sua classica Memoria : Sur Us Iquations de 
la physique mathlmatiqut (§ IX) (*), nel risolvere il problema delle 
temperature stazionarie, sostituisce airequazione 

(0 dn'^^^ — ^' ^*>^> 

che deve essere soddisfatta dalla temperatura v nei punti del con- 
torno 0) del corpo Z), un'altra equazione ch'Egli chiama condition 
modifile. Per6 i facile provare, servendosi dei risultati stessi del 
Poi nearly che la funzione v^ ch'Egli ha calcolata sotto forma di 
serie, soddisfa effettivamente airequazione (i). Basta perci6, come 

vedremo, eseguire direttamente il calcolo di v* ed esaminare la serie 

on 

che cosi si ottiene, anzichi ricorrere alle tre derivate parziali 

dv dv dv 

die* dy' ai' 



(*) Quest! Rendiconti, t. VIII, anno 1894. 



I^ 
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I risultati stabiliti dal Poincari, dei quali faremo uso sono 
i^ la funzione v delle temperature si pu6 mettere sotto la forma 



w 



vz=zv^ + v^h +v^h' + . . . , 



^dove la serie al secondo membro h convergente in ugual grado in 
tutto D (i punti di a> compresi) per b inferiore ad un certo limite 

—zj e dove v^^ v^, v, » . . . sono funzioni da per tutto finite e con- 
tinue insieme alle loro derivate prime, che soddisfano nei punti di 
0) alle equazioni 



(3) 






2^ le serie 



(4) 



ax dx dx dx * 

dy dy ^ dy^^ dy ^ 



sono convergent! in ugual grado in tutto il campo interno a D (doh 
i punti di o) non compresi). 

I. Supponiamo ora che la superficie a> sia di tale natura che, 
fissata la direzione positiva della nonnale n nei suoi punti e deter- 
minato un sistema di coordinate curvilinee (u, v) su di essa, i punti 
di D sufficientemente vicini ad co e queili di co stesso siano indivi- 
duati univocamente dai parametri m, v, n {*). 



{*) Per questo basterA, come i noto, che la superficie a> abbia la curvatura 
determinata e finlta in ogni suo punto e che, indicato con 

ds* = Edu* + iFdudv + Gdv^ 

il suo elemento lineare, le funzioni £, F, G risultino reali, monodrome, finite e 
continue in tutto w e le esprcssioni E, F, EG — F* siano sempre positive e di* 
verse da zero. 
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Q6 pobto, le funzioni t'o > ^i > ^a > • • • ^^ possono consiJerare 
in questi punti come funzioni delle variabili u, v, «; e quindi, in 
forza delle (4), nei punti di D vicini ad co (quelli di co csclusi) la 
serie 

^^^ an an on an 

ottenuta derivando la (2) rispetto ad if, sari convergente in ugual 
grado. 

Indicando con ^, ^, ^> ••• ^ valori di ^, g^, 

5—2 , . . , nei punti di &> e con -r — ci6 che diventa in questi punti 
on on 

la ^ data dalla serie (5), si ha dalle (3) : 



w 



dn dn dn an 



Questa formola ci addiniostra che la serie (6) h convergente in 
ugual grado in tutto co come la serie (2); e quindi che la funzione 

^- , data dalla serie (5), oltre che nei punti di D vicini ad 6> ha 
on 

un signiBcato anche nei punti di co. 

2. Dalla convergenza in ugual grado della (5) e della (6) ri- 
sulta che, data una grandezza c piccola ad arbitrio, esisteranno 
due numeri interi m ed m' tali che per i resti Rm^ , XL^ delle serie 
(5) ^ (^) si avri sempre : 

(7) l^-..l<Y> !^^J<y. 



\ » == I my 
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Fissato ora un valore di m, che soddisfa alle precedenti disu- 
guaglianze e preso a considerare un punto P qualsiasi di «, poichi 

^ r ' * dv^ dv^ dv^ 

le lunzioni ^— , y-- , ^-- , . . . sono continue in tutto il campo 

D (i punti di <k> inclusi), avremo per punii del campo Z^ sufficien- 
temente vicini a P : 



(8) 



m^'-'t'^'^ 



<i 



Le (7), (8) ci dlnno finalmente la formola 



dv dv' 
dn dn 



<«, 



la quale dimostra che la funzione ^ , data dalla serie (5), h con- 

tinua anche quando dai punti di D si va a quelli di a>; e quindi, 
avuto riguardo alia (6), che la funzione v soddisfa all'equazione (i). 

La dimostrazione precedente, che abbiamo fatta per b <C— ri» 

2 H 

si pu6 ripetere anche quando si fa la continuazione analitica della 
funzione v al di fuori del campo di convergenza. 

Pesaro, giugno 1897. 



G. Lauricella. 
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SUR L'INTfiGRATION ALGfiBRIQUE DES fiQUATIONS 
PIFFfiRENTIEHES DU PREMIER ORDRE ET DU PREMIER DEGRfi. 



P«r M- H. Poinpari, 4 Paris. 



AdunaazA del *) ouiggio 1897. 



J'ai public sur ce sujet un premier article, qui a paru dans les 
Rendiconti del Circolo Matemafm di Palermo (yomt V, aonie 1891). 
Je me suis occup6 de nouveau de la mfime question dans ces der- 
niers temps, dans Tespoir que je parviendrais ^ g6n6raliser les r6- 
sultats obtenus. Get espoir a ilk d^gu. J'ai obtenu cependant quel- 
ques r^sultats partiels, que je prends la liberty de publier, estimant 
qu'on pourra s'en servir plus tard pour obtenir, par uri nouvel effort, 
une solution plus satisfaisante du problime. 

C'est ii ce premier article que je renverrai quand je parlfrai 
de c la i^'* partie de ce travail t . J'adopterai d'ailleurs la m£me 
tenninologie et les m£mes notations que dans cette i^'^ partie. 

C'est ainsi que la lettre ^ repr^sentera une sommation portant 
sur toutes les valeurs critiques de C et tons les &cteurs u^. La lettre 
S en caractires gras repr&entera une sommation 6tendue 4 une 
seule valeur critique de C et ^ tous les facteurs if, correspoi^ant 4 
cette valeur. La lettre S en caractires ordinaires reprisentera une 
sommation ^tendoe ^ tous les noeuds^ 

L 

Rend, Circ, MaUm., t. XI, parte i*. — ^Slarapato Tii giugno 1897. 2j 
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Soit C une valeur remarquable quelconque et soit 

/ + C9 = <•<* ... u^ = t^.'<i . . . vfJ 

I'identiti correspondante. 

Nous aurons toujours les relations : 

p=:S d^n^ = s <«;, X = s <x;. 

Soit maintenant H^i le nombre des points d'intersection des 
courbes tt|=o, u^zizo situis en des cols; et H^ le nombre des points 
d'intersection des courbes v^ = o, v^z=,o situis en des cols. Gnnme 
v^ = o iquivaut k b^ courbes tf^ = o confondues et tf^ = o ^ l^i^ 
courbes tfi = o confondues, on aura : 

-% = *<** ^tt- 
Le nombre total des intersections de f^^ = 0, 9^ = sera : 

(I) n\n[ = S\'X)LH + ir^. 

Celui des intersections de V| = o avec une courbe / -f C^ f = o 
quelconque sera : 

d'oi 

n;saiii; = 5[\>vSa;xa 

ou 
Or 



SUR L'lKXfeGRATION ALCiBRldUE DBS 6aUATI0NS, ETC. I^J 

d'oi 



(2) 



a>;* = «;5Xrftv + ^alHi. 



Soient x, , x, , . . . x^ des ind^tennin^es; multiplions l'6quation 
(i) par 2<aJx^X4, Tfequation (2) par <** et faisons la somme de 
toutes les Equations analogues; il viendra : 

(3) [Sa;*,n:]'=:5(*v[Sa:x,xa»-SSa;aiHi(*,-xO*. 

Le signe SS se rapporte k une sommation portant sur toutes 
les combinaisons des indices 1 et ky cheque combinaison intervenant 
une fois. 

La formule (3) est la generalisation ividente de la formule qui 
est au debut de la page 181. 

D'autre part : 

V L ^ „f *< 

La formule (3) devient alors : 
(3»>^0 [S«,n,xJ'=5(.v[^S«.x,-|^] -SS«.a,/4(x.-xO*. 

Le terme -r^ est egal k \ si le facteur tf^ n'est pas singulier. 

Plusieurs cas sont k considerer, suivant la nature de la valeur 
remarquable C. Si C est de i^* espice, les a^ , les a| et les b^ sont 
tous egaux 4 I et on a simplement : 

[S n,x,Y = 5(t v[S \x,Y - SSH,,(x, - x,y. 

Si C est d*une des 3 deraieres esp^ces et que les a aient un 
diviseur commun S, et si Ton pose : 



• I 
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on pourra diviser riquation (3*^) par X* et rccrirc : 
Les coefficients «^'' soot alon premiers entre cox. 



Recherche des V€Ueur^ remarquahles. 

G)nsid6rons une valeur reinarquable de C et la relation (3^) 
correspond ante. Soit q le nombre des faaeurs distincts dans lequel 
se decompose le polyndme / 4- C9; je dis que le nombre des ools 
qui interviennent dans la formule (3^) correspondante est au moins 
6gal )i q — 1 9 de telle sorte que Ton a : 

SSfltt^ J— I. 

Si, en effet, il n'en itait pas ainsi, on pourrait mettre/+ Cf 
sous la forme d'un produit de deux ficteurs, qui ne seraient d'ail- 
leurs pas forc6ment irriduaibles, et tels qu'il n'y aurait pas de col 
pour lequel ces deux facteurs s'annulent \ la ibis% AUnBi d'aprts ce 
que nous avons vu dans la premiire partie de ce travail, le poly- 
ndme f + Cf serait decomposable pour tdutes les valeurs de C, ce 
que nous ne supposons pas. 

Pour nous en rendre compte, reprisentons chacun de nos q 
facteurs par un point, et joignons deux de ces points par un trait, 
s'il existe un col pour lequel les deux facteurs correspondants k ces 
points s'annulent k la fois. S'il y a moins de f — i cols, il y aura 
aussi moins de ^ — i traits; et il sera impossible d'aller d'un quel-" 
conque de nos q points k un autre quelconque de ces q points ea 
suivant les traits ainsi traces. 

Nos q points seront done r^pards au moins en deux groupes, 
de telle sone qu'on puisse en suivant les traits aller d'un point 
d^un groupe k un autre point du m£me groupe, mais noa passer 
d'un groupe k T autre. 

Soit alors U le produit de tons les facteurs u^ correspondant au 
premier groupe, chacun de eel facteurs itant a£fect£ de I'exposant 
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X, comspoDdant. Soit f le produit d« tous Ics facteurs u, corre- 
sponJant k tous les autres groupes, chacun d'eux affect^ de son 
exposant. On aura : 

ei il n'y auri pas de col pour lequel U ti V s'anDuIenl in la ibis, 

Solt B le nofdbre des cols, 

Soit A, le nombre des vateurs rcmarquables de la i^" espies; 
(3, le nombre total des facteurs correspond ants, c'cst-i-dire la somme 
de tous les nombres q relalifs ^ ces diverses valeurs remarquables 
dc la 1*" espJce. 

Soit A^ el Q, , Aj « Q, , A^ ct Q^ , A^ et C, 1« nombres 
correspondants pour les valeurs reoiarquablcs de la a'°, de la j'°", 
de la 4*™ et de la j'""" esp^ce. 

D'^vte le r^ultat que nous venons d'obtenir on aura : 

B^Q, + Q.+ Q,+ il-A,~A,-A,-A, 

et conime d'apris la d^dniiion des valeurs des 4 premieres espices 

G.^a-*., Q,^iA,, Q,^iA,, il^2A,, 

il viendra : 

b:^a,-\- A, + A, + A,. 

D'autre part, d'apris la dilinition des valeurs de la ;*" espice, 
on aura: 

e, = ^,- 

Enfin, d'apris le ihior^me d*H aiph en (loco citato, page 187): 

Aj + A^ + A,^ 2. 

Ces inigalit^s limltent le nombre des valeurs retnarquables et 
m^me les nombres Q,. En eifel le nombre des cols B est connu. 
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Mais on peut aller plus loin. Soit une valeur remarquaUe de 
Tune des deux premises espices; soit 

la decomposition correspondante; je suppose quatre facteurs pour fixer 
les idies. Les nombres a^ , a, , a^ , a^ dolvent £tre premiers entre 
eux. Rcprteentons ces quatre facteurs par les quatre points Af, , M^ , 
^3 » ^4» CCS 4 points devront £tre joints au moins par trob traits 
corrcspondant chacun k un col. Je suppose pour fixer les idies que 
ces trois traits soient les traits M, M, , M^M^^ M, M^. A chacun de 
ces traits correspondra un col que nous devons choisir parmi les B 
cols de notre Equation diffi&rentielle; comme ces cols sont connus et 
en nombre fini, nous ne pourrons faire qu'un nombre fini d'bypo- 
thtees. 

Consid^rons le col qui correspond au trait Af, Af,; ses entiers 
caractiristiques fi et v seront connus et nous devrons avoir: 

a^_ JA_ ^ 2^ 

a, ~ V a, ~ p. * 

Nous n'avons ici 4 choisir qu* entre deux hypothfees; il en serait 
de m£me en ce qui conceme les cols qui correspondent aux deux 

autres traits et les rapports correspondants — ^ et — i . 

a, a, 

En risumi, les rapports des quatre exposants a^ sant connus, ou 
plutdt nous ne pouvons faire en ce qui les conceme qu'un nombre 
fini d'hypothises. 

Mais, si la valeur remarquable est de Tune des deux premieres 
espices, les nombres a^ sont premiers entre eux; nous connaitrons 
done les nombres a^ eux-m£mes. 

Si| au conlraire, la valeur remarquable est de Tune des trois 
demiires espices, les nombres a^ ne sont plus premiers entre eux; 
mais nous pouvons poser: 




le Qombre S £tanc Ic plus grand commun divtseur des x, ; nous con- 
naitroDs alors Ics nombres a" qui soni premiers entre euz; mais nous 
ne connaitrons pas I 

En r6sum£, au sujet du nombre des valeurs remarquabies des 
cinq espices, du nombre des factcurs correspoodant h chacune d'elles, 
des exposants a, relatifs aux valeurs remarquables des deux premieres 
esp&ces, des nombres a" relatifs aux valeurs remarquables des Irois 
derniires espices, nous ne pouvons faire qu'un nombre fini d'hypo- 
th^ses : Lis deux plus grands communs diviseurs S, it S, relalifi aux 
deux valeurs rtmarqaablts des Irois derniires esp'eces, si tiles existent, 
demeurent completemenl inconnus. 

Valeurs (les n^. 

Adoptons, au sujet du nombre des valeurs remarquables de 
chaque cspice, de m^me qu'au sujet des exposants a, ou x'', une 
des hypotheses en nombre Bni que nous pouvons fairc. II nous restc 
jt dfitcrminer les deux nombres S, el Xj , Ics deux nombres p et \, 
ainsi que les nombres «, et \. 

D'un autre cdt6, nous ne pouvons faire qu'un nombre fioi d'hy- 
pothSses au sujet de ceux de nos facteurs qui sont critiques ou hy- 
percritiques, ou doublement singuliers par rapport aux divers nceuds. 
Ces hypotheses pourroni fitrc examinees successivement. Nous adop- ( 
lerons done I'uno d'entre elles; les nombres h, pourront ulors £tre | 
regard^s comme connus, ainsi que les rapports des exposants o 

Nous aurons alors, pour d^tenniner les nombres n, , les relations , 
sulvantes : 

(4) Bi + 2 = 2/ — XC". — O".- /' = S«,«, = S«;fi;. 

Ces relations pcuvent suffire si le nombre des valeurs remar- ] 
quables de C n'excide pas deux. Dans ce cas, en eSet, on aura:/ 

/I ::= S a, n, 

pour chacune des deux valeurs remarquables, et, en addiiior 



I 

4 
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Ics deux Equations ainsi oblenues, il vicndra : 

Eo rempUfant daos I'^uatioQ qui donnt m + a, on crouYc: 

« + a = Z«i«i ~ Z(«i — 0«i = Z««- 

Les nombrts fv^ et le dcgri p soot done limitis. 

Mais il n'eo est plus de mdme si le nombre des Taleim remar- 
quablcs est supirieur 4 2. II y a lieu de se demander alors si les 
Equations (4) comportent une infinite de solutions en nombres entiers. 

Discutons cette question, ea considirant d'abord les exposants 
a^ comme donnte. 

Sok q le oombce des Taleurs remarquafaUs, C, , C, , ... Q 
ces valeucs, K le aombie des facteurs relattfc k Q. Soicoc: 

*i » *I > • • • «F 

If 4 > »I , ... Iff 

les valeurs des nombres a^ et n^ correspond ant 4 ces K facteurs. 
Soit : 

«I< oj < ... < of . 

Les Equations (4) nous donnent alors : 

Z«, = (y~a)/^ + iii + 2. 
D'aticre part, si ^, , ^s t • • • ^i <oot q nombres positilis eels que 

tf. + ^a + • • • + tf, = ? — 2, 
on aura : 



sua L'lNTfeGRATION ALG^BRIQUE DES feaUATIONS, ETC. 201 



I'oi: 



(3) Z«. = ^iSa;«; + ... +a^ScL^n\ + m + 2. 

L' Equation (5) est ividemment impossible si Ton peut choisir 
les nombres a^ de telle sorte que Ton ait i la fois 

c'est-i-dire si Ton a 



^+4- f ••• +7r<f7 — 2. 

Done, pour que les Equations (4) admettent des solutions, it 
faut que : 

(5) i- + ir+ '" +■?->?-»• 

Maintenant, dans quels cas les Equations (4) admettront-elies 
une infinite de solutions? Pour cela il faut et il suffit que les Equa- 
tions (4**") en p et en «, , 

admettent des solutions positives. 

Si Ton peut trouver des nombres a^ tels que : 

(6) ^Aai<i <^*«f (*-i, 2, ... q) 

^1+^1+ ' . • + tf, = j' — 2, 

il est clair que les ^nations (4^**) admettront des solutions positives; 
on pourra, en efiet, satisfaire aux conditions : 

(7) Snl=a,Sx:nU S«? = a.S< • 
Rend, Cire, Maiem.f U XI, parte i\— S* 
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Ridproquement, pour que les Equations (4^^) admettent des 
solutions positives, il sufEt que les Equations (7) en admetteat, les 
nombres a^ 6tant convenablement choisis; il suffit done que ron 
puisse satisfaire aux conditions (6). 

Mais pour qu'on puisse satisfaire aux conditions (6) il hut et 
il suffit que Ton ait i la fois Tin^galit^ : 



a: a^ a ^^ a^ 



et rinigaliti : 

En rftsuoiA, si les in^alit^s (5) et (8) ont lieu i la fois, les 
Equations (4) admettent une infinite de solutions. 

Si rin^lit6 (5) a lieu seule, dies peuvent en comporter un 
nombre fini ou n'en comporter aucune. 

Si enfin rin6galit6(5) n'a pas lieu, elles n'en admettent aucune. 

Nous avons suppose jusqu'ici que les nombres a. 6taient connus. 
Cela est vrai en ce qui conceme les valeurs remarquables des deux 
premiires espices. Mais cela n'est plus vrai s'il existe des valeurs 
des trois derniires espices. En ce qui conceme ces demises, nous 
ne connaissons que les oc7> ^^^^ ^^^ Q^ connaissons pas les deux 
plus grands communs diviseurs i^ et i^ , reladfe aux deux valeurs 
des trois demi6res esp6ces qui peuvent exbter. Posons alors : 



^=Z4. 



«» 



la sommation s'itendant seulement aux valeurs des deux premieres 
espices. 

Soit -y le plus petit des nombres oc^ ]^cUti& k la premiire des 

valeurs des trois demiires esp6ces^ si cette valeur existe; si elle 
n' existe pas, nous ferons A^ = o. 
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Soil dc mSme -j- le plus petit des nombres aj* relaiiis k la 

seconde valeur des trois dormires espices; si elle n'existe pas nous 
prcndrons A,=:o. Nous pouvons toujours supposer A,^ A,. L'ini- 
galit£ (5) devicDt alors : 



Si ^o > ^ — 2, I'in^galiiiS sera satisfaite quels que soicm les 
nombres X, et <!,. 

Si Ao + A^'^q — 2, Ag + A,<:^q — 2, on pourra prendre 3, 
aussi grand qu'o:i voudra, mais S^ sera limits. 

Si Ag + A,'^ q -*2, Ag<Cq — 2, on pocrra prendre I'un des 
deux nombres S, et S, (mais non tous deux k la fols) aussi grand 
que Ton voudra. 

Si enfin A^ -i- A, <:^q — 2, les deux nombres X, et S, seront 
tous deux limit^s. 

Ainsi done, dans le cas ou on aura 

^o + '*.<? — 2 

et oil I'inigaliti (8) ne sera pas satisfaitc, mSme dans I'hypothJse 
5,=X,:^o, on ne pourra faire au sujet des nombres 8, et S, qu'un 
nombre fini d'hypothises et les Equations (4) n'auront qu'un nombre 
fini de solutions. 

Le degri p est done limiti. 

II existe done des cas tr^s ^tendus 01*1, commc dans celui que 
j'ai examine dans la premiere partic dc ce travail, le degr6 p est 
limiti et 06, par consequent, le problimc dc rinifegration algibrique 
peut itre regarde comme risolu. 

Valeurs d«ft \. 



Les nombres >, doivent satisfalre it ccrtaines tqu3*'* 
fait analogues aux Equations (4). 
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Q)nsiJcrons J'abord un noeuJ dicritique, nous devrons avoir: 

(9) > = S a,\ , 2 = 2 X - X(«i — l)\- 

Les 6quatioDs (9) tout-i-fait analogues aux 6quatioQS (4) se 
dbcuteraient de la m^me maniire et cette discussion conduirait lu 
m£me rfeultat. 

Si les in6galit6s (5) et (8) ont lieu k la fois, les iqaadons (9) 
admettent une infinite de solutions. 

Si rin6galit6 a lieu seule, elles peuvent en coxnporter un Dombre 
fini ou n'en componer aucune. 

Si rin6galit& (5) n'a pas lieu, elles n'en admettent aucune. 

Envisageons maintenant un nosud monocritique. 

Dans ce cas la premiere Equation (6) ^it Otre remplacie par 
la suivante : 

(9«-) X = 8«,\ + «.«.(-^- i) + •a«3(-7- 0^ 

a, est Texposant du facteur critique, a, celui du facteur bypercri- 
tique; t, est ^al i^ o ou i^ i, suivant que le faaeur critique cor- 
respond ou pon h la valeur remarquable cnvisagie; et c, est defim 
de la m^me maniire en ce qui concerne le faaeur hypercritique. 
De m£me, la seconde Equation (9) doit £tre remplac6e par 

(9-) (2 X - 2) + «. (l - y) + «, (l ~ ~'^-) = !:(*,- I)X,. 

Nous avons q iquations (j)'*') correspondant aux q valeurs re- 
inarquables; en les addltionnant on trouvc : 

q\ = X^,\ + «_^J- _ l^ + «,^-L _ x^ 

et en combinant avec (9*'^ 

(10) Z\ = (?-2)X + a. 
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Soient encore a^ , a^, ... a^ q nombres positifs tels que 

^. + ^a + • • • + ^, = ? — 2. 

D^signons par V^ les nombres \ relatifs i la valeur remarquable 
Q , de mcme que nous avons d^signi par n[ les nombres if ^ relatiEs 
k cette valeur remarquable Q. 

Nous pourrons icrire : 

Z\ = a.T^K + «al«f V + . . . + «,Z«?>! + 

ii[ est cclui des nombres a^ qui se rapporte k la valeur remarquable 
correspondant au facteur critique et a," est d&fini de mdme par rap* 
port au facteur hypercritique. 

Pour que les Equations (9'***) et (9*'') admettenr une infinite de 
solutions, il faut et il suf&t que les Equations 

admettent des solutions positives; c'est-i-dire que les in6galit6s (5) 
et (8) aient lieu. 

Si Ton observe maintenant que les nombres \ et n^ ne sont 
pas ind6pendants, mais qu'ils sont liis par les relations (3) et (j**")* 
on pourra espirer que nos Equations (4), (9**") ct (9**') n'admettront 
qu'un nombre fini de solutions compatibles avec les relations (3) alors 
mdme que les in6galites (5) et (8) auraient lieu. 

Mais cet espoir serait tromp6 en g^niral; on serait conduit i 
une discussion qu'il est inuiHe de d^velopper ici et qui conduirair 
k la resolution d'une Equation de Pell ou d'une ^quatioD anali 
L' Equation de Pell, on le sait, admet une infioiti de 80l) 

Cas des ueuf meuds dicrUigueB. 

On se trouve done en presence de difficultfts que je 
encore surmonter. Je me bornerai done ^ traiter un cas p 
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simple, oil la nature de ces difficult^s apparait clairement, bien qa'on 
puisse en triompher. 

Supposons m = 4 et que tons les noeuds soient dicritiques; 
d'apris ce que nous avons vu dans la premiere partie de ce travail, 
le genre des courbes / + Cf = o sera ^al k i. 

D' autre part, le nombre des points singuliers sera 

m* + m -f I = 21. 

Je supposerai que ces 2 1 points singuliers sont 9 noeuds dicri- 
tiques et 12 cols. 

Par les 9 noeuds je puis faire passer une cubique. Soit p le 
degri de la courbe f +C^ = oi elle aura avec la cubique jp points 
d'intersection dont un certain nombre seront confondus avec les 
noeuds. Si on envisage les neuf nombres X relatifs aux neuf noeuds 
et la somme 5X de ces neuf nombres, on aura : 

jp = S\ + b, 

b 6tant le nombre des points d'intersection mobiles situ^ en dehors 
des noeuds. 

On aura d'autre part: 

p* = 5 V, 

d'o6: 

(x*^* + 6xp + 9)=: 5(x*V + 2X\+ i) + 2xb, 

(0 ('/> + 3)* = S(x\ + ly + 2xb. 

D' autre part on a, en appelant q le genre de la courbe 
/ + C9 = o, 

2 2 

ou 

p^ — ip + 2 = sy — s\ + 2q, 



SUX L'uniGR&TlOtl ALciBRtaUB DBS ^QUATIOylS, ETC. 10? 

ou entin 

2(5 — i) + A = o, 

ce qui conduit k deux solutions : 

j=i, h = o; ou J^o, b = 2. 

C'est la premiire qui convieot, puisquc j =: I d'apris ce que 
Dous avons vu dans la premiire partie; on a dooc b = o et la 
cubique n'a pas de point d' intersection mobile avec les courbes 
/ + Cf = 0. L'6quadoo (i) se reduil done i 

et en faisant * = j- et muitipliant par p' : 

ce qui montfi^ que tous les "K soot £gaux entre eux et 6gaux i, — . 

Solent «, , tij , . , , U| les arguments elllptiques des neuf nceuds 
sur la cubique; on devra avoir : 



c'esi-i-dire 6gale une p£riode (des fonctions elliptiques envisagies). 
Done Su est 6gal i une piriode divisfce par X, c'est-i-dire par -^. 

Si nous connaissons I'^quation diffireatielte, nous connaitrons 
les neuf nceuds, nous connaitrons done la cubique et les neuf argu- 
ments elliptiques u. Nous verrons done si Su est commensurable 
avec une piriode. C'est li une condition otcessaire pour que I'in- 
l^gratioD alg^brique soit possible. 

Supposons-lk remplie; le nontbre X est par li-mdme coonu. 

CoDsid^rons 8 de nos nceuds; peut-on construire une courbe dc 
degri 3^ admettant ces 8 nceuds comme points d'ordre X? 
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Une courbe de degr6 3 X est d^tennin^e par 

3^(3^ + 3) 



points. D'autre part, un point multiple d'ordre \ compte pour 

^fi + I) 

2 

conditions. II nous rcstera done : 



9X(X+ I) ^ X(\+ i) ^ X(\+ I) 

2 2 2 



points disponibles. 

Imposons-nous encore que le neuviime na^ud soit un point mul 
tiple d'ordre X — i, ce qui fait 

X(X-i) 



conditions; il reste 



^fi + I) _ ^fi - I) ^ ^ 
2 2 



conditions. 

M enons par le neuviime nceud X — i droites quelconques non 
tangentes h, la cubique et imposons-nous que ces X — i droites rea- 
contrent la courbe d'ordre 3 X en X points confondus. De sortc que, 
ou hien le neuvi^me noeud sera encore un point multiple d'ordre X, 
ou bien ces X — i droites seront les X — i tangentes ii la courbe 
au neuviime noeud. Cela fait encore X — i conditions; il nous re- 
stern done encore un paramitre. 

Cela pos6, les 9X points d' intersection de la cubique avec la 
courbe d'ordre 3 X, seront X points confondus avec les 8 premiers 
nccuds, X — I points confondus avec le neuviime noeud, et un point 
inconnu. 
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Le notnbre total des points d'iDteneaion de (3) et de ^ =zo 
est done : 

9X(X+ I). 

G>nsid6rons maintenant Tun de nos 9 notods dicritiqttes; tcHeot 

•^o f yo» Zo ^^^ coordonnies; nous pourrons toujouis supposer que ce 
point n'est pas sur la droite de Tinfinl ^=:o, ce qui nous permet- 
tra de supposer :(^z=z i. 

D&veloppons ^ suivant les puissances de x — x^K,^ y — J^oC ^ 
viendra : 

M jf^iiUnc ^1 un e&Mmble de tenncs homogtoes de degrt k tn 
x — x^l et y — y^^ moldpUte par <»^. 

Lc aotud cooaidAri est un point multiple d'ordre X de ^^ = o 
et les dirtctifMs des X laogentes aont doanies par riquatioD bo- 
inc^6ne : 

D6veloppons de mSme 

iL — xN, iM — yN 

suivant les puissances croissantes de x — x^^, y—yoKi ^1 viendra: 

:iiL — xN= A:(^{x — x^O + 7,, + »j + 7,^ 

:jAf->N=A*(y-;^oO + >»: + >); + <, 

les ink c^ les nl itant des polyndmes homogines d'ordre * en x — x^j, 
y — y^:(^ multiplies par ^C*. 

U est k ceiaarquer que le coefficient A est le ai£me dans les 
4€W fennnleai c'est prtqs^m e nt ce qui caractirise les m^uds dicfi- 
tiques. 

Comment trouver les tefmes du degri le mpins ^lev^ eq 
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Sent u^ Too de nos 9 noeuds. Soit H^ la valeur que prend H 
en ce point et soit j'kAf^j^ Tensemble des tennes de 6 qui soot 
d'ordre X en x — x^^ y—JoK^ 

Pour que la courbe 

admette nos 9 noeuds comme points d'ordre X + i, il faut et il 
suffit que Ton ait les 9 Equations 

(S) H,^A, = o. (1 = 1, 2, .•.9) 

Peut-on choisir les 10 coefficients de H de fii(on i satisfaire i 
ces 9 Equations ? II ne pourrait y avoir doute que si tons les d^er- 
minants fonn6s ^ Taide des coefficients de ces 9 Equations i 10 in- 
connuts s'annulent tons ^ la fois. Mais s'il &tait ainsi, les £quati(ms 

(5*) ^1=0 

admettraient une double infinite de solutions. C'est-^-dire qu'on 
porrait faire passer par nos 9 noeuds un faisceau de cubiques et que 
Su serait une piriode. 

Mais nous avons suppose que Su £tant commensurable avec 
une piriode et de telle fafon que X soit le plus petit nombre tel que 
\Su soit une p^riode. Done, si X^ i, 5fi n'est pas une p&riode. 
Done on pent satisfaire aux Equations (5). Done, on pent toujours 
supposer que 6 = admet 9 points multiples d'ordre X + i. 

Nous admettrons d^ormais qu'il en est ainsi. 

La courbe 6 = est d'ordre 3 (X + i) et elle a, en nos 9 
noeuds, 9(X -f i) points d' intersection avec notre cubique. 

Nous sommes done en presence de deux bypotb^es : 

i^ Ou bien la courbe 6 := o se decompose en la cubique et 
une courbe d'ordre 3 X. 

2^ Ou bien elle n'a pas d'autre point d'intersection avec la 
cubique que les noeuds. Mais alors on aurait: 

(X+i)5iiso, 
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et comme on a d6ji 

\Su^ o, 
il viendrait 

Suso, 

ce qui est contraire k ce que nous avons supposi, pubque Su n'est 
pas une p&riode. 

La seconde bypothise doit done £tre rejet^e. 

Done la eourbe 6 =: o se d^eompose; et les deux composantes 
sont, d'une part la eubique, d'autre part une eourbe d'ordre 3 X 
adraettant les 9 noeuds comme points multiples d'ordre \ et appar- 
tenant par consequent k, notre faisceau. 

Soit F=:o r^quation de notre cubique; celle d'une eourbe 
quelconque du faisceau sera 

a^ + *i^ = o, 

et ( 6tant des coefficients arbitraires; et en effet, la cubique, prise 
> fois, fait 6videmment partie du faisceau. 
On aura done: 

Soit maintenant: 

sera 6videmment un polyndme du 6^* degr6. 

La eourbe = o passe 6videmment par chacun des noeuds et 
sa tangente au noeud est celle de la cubique; on le d6montrerait 
comme plus haut. 

Les deux courbes = o et F=o ont done 18 pcunts d'inter- 
section aux noeuds; done : 

Ou bien se decompose en deux facteurs dont F. 

Ou bien les deux courbes n'ont d'autre point conunun que les 
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noeuds, cc qui encrainerait la congruence 

Cette congruence n'a pas lieu (si ^ >* 2). 
Done 6 est divisible par F. 
Soil doac 

P ksun n jf6tymbmt du j^ degri. 

Mats nous avons vu plus haut que les termes de dtgri X eo 
X — jf^^ et en jf — y^^ ^^"^ ® sont : 

-^^K'^dK + A). 

On verrait dc m£me que les termes du i" degri en x — x^:^;^ 
et y — y^^ dans sont 

en repr6sentant par F, Tensemble des termes da i*' difrt dt F. 

Mais, d'apris Thypotbise faite plus haut, cbaque noeud sera un 
point d'ordre X + i pour 6 = o et on a par cons^uent : 

jN, + Az=zo. 

Done, les termes du i^' dtgri de 6 disparaissent. Cbaque noeud 
est dcmc un point double pour 6 = 0. 

La courbe P = passe done par les 9 noeuds. 

Si Us cubiqiias P;=so» F=zo huimt dtsiinctes, on aurait done: 

5llE5 0, 

ct qui n'a pos lieu. Done: 
c itaot un coefficient constnt. 
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Nous avons d'abord neuf points satisfaisant aux ^uadoos 



dF . dF . dF 
(P) 



'n + T'dJ+^l^ = °' 



Nous avons ensuite douze points satisfaisant aux Equations : 

P -Q-JL 

37 — JT — if- 

dx dy 7^ 

Les neuf premiers points sont sur la cubique F; ce sont eux 
qui devraient £tre nos neu& noeuds dicritiques. 

lis sont \ rintersection de F=o avec une autre cubique. On 
aura done: 

Le faisceau / + Cf = o devra alors se r6duire \ un faisceau 
de cubiques 

F+CF. = o, 

de telle fa^on que X = i . 

On.pourraity il est vrai, se demander si on ne pent pas faire 
passer par ces 9 noeuds trois courbes de degri 3 \ lin6airement 
indipendantes et admettant les 9 noeuds comme points multiples 
d'ordre \. 

On aurait alors non plus un faisceau mais un rlseau de courbes 
d'ordre 3 \ et Tiquation de ce rlseau pourrait se mettre sous la 
forme : 

oCi C et C seraient des constantes arbitraires et ^ un polyndme 
d'ordre 3 \ indecomposable. 

Mais cela est impossible; sott en effet Af un point quelconque 
du plan; par ce point passeraient une infipiti de courbes du r£seaU| 
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forniant ud faisceau. Deux quelconques de ces courbcs Si coupe- 
raieni en 9 V points aux noeuds et eo un point au point M. En 
tout 9X' -f I points d'intersection. Cela est absurJe, pulsque les 
deux courbes soni d'ordre 3 X, 

Ainsi nous devons conclure que X ^ i. 

Nous avoDs, il est vrai, laiss^ de c6t£ un cas; cetui ou "K serait 
^gal il 2, 01^ Ton aurait par consequent : 



et oi!i la courbe 6=0, au tieu de se decomposer en deux cubiques 
dont I'une serait F = a, serait tangente aux neuf nceuds i F=0. 
Dans ce cas on peut construire un faisceau de courbes du 
6*"" degrfe admettant les neuf nceuds comme points doubles. Soil 
/, + Cf, = !'6quation de ce faisceau. On peut, quel que soit p^ 
construire ua faisceau de courbes de degri 6p admettant les neuf 
nceuds comme points multiples d'ordre 3 p. L'^quacion de ce fais- 
ceau est 

/f + C/T = o. 

Mais on ne peut pas, pour la mSme raison que tout i I'heure, 
construire un r^seau de pareilles courbes. 

On peut done supposer p = i et par consequent le faisceau 
/ + Cf := ne pourraic fitre autre chose que Ic faisceau du 6'"' 
degri que nous venons de conitruire. 

Supposons done X = 2. 

L'ftquaiion du faisceau peut se mertre sous la forme : 

F' + C? = o, 

9 Atant du 6''"" degri. 

La valeur C=o est aiore une valeur remarquable de C. 
Les Aquations connues : 



t + 2 = 2p-Z(',-i)n, 



SiHd. Cire. Hutem., I. XI, P 
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devieonent alors: 

a = aX-(l_i)_X'(«,-i)>.. 

le signe ^ repr^sentant une sommation s'itendant i tous les facteun 
u^ correspondant 4 toutes les valeurs critiques de C autres que C^^o. 
Mais si X i= 2, la demiire de ces Equations se rMuit i 

Cette Equation ne peut £tre sadsfaite que d'une seule maniire. 
II ne doit y avoir, en dehors de C=Oj qu'une seule valeor criti- 
que poor laquelle on aura: 

\ = 1, «^ = a. 

D*autre part, la premi&re ^uation donne : 

ouy puisqu'il n'y a qu'une seule valeur critique et que oc^ =r 2 : 

Ainsi, pour cette valeur critique, F* + Cf doit se riduire au 
carri d'un polyndme du 3^™ degr6, F, , de sorte que la cubique 
F, = o passe par nos neuf noeuds. On aura done : 

5iiaio, 

ce qui nous rabiine au cas pricident. 

Ainsi, dans ce cas tris particulier, que j'ai itudi6 peut £tre un 
peu longuement, nous sommes parvenus \ limiter le degr6 des 
90urbes al^^briques / + C^ = o; mais pour cela les considerations 
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purement arithmitiques ne nous ont pas suffi; nous avons dft recourir 
au thiorime d'Abel, qui nous a appris que 

Cette circonstance doit nous faire mieux comprendre la nature 
des difScuItes k vaincre. 



J^Xude des paints si/nguUers. 

Dans le voisinage d'un point singulier, il existe deux series que 
nous avons appel£es X, et X^ et qui sont ordonnies suivant les puis- 
sances de -^ -^, -^ ^ (loco citato, p. 165). R6ciproque- 

ment, on pent £galer les diSi&rences 

!L — Jk JL—liL 

• 

ii des series ordonn£es suivant les puissances croissantes de X, et 
de X,. 

Solt alors 

-^ = constante 

rint6grale g6n6rale de notre Equation diff&rentielle. Si nous divisons 
le num^rateur et le d£nominateur par :fy les quotients p ^^ p 

X X 

seront des polyn6mes entiers par rapport aux differences ^ , 

— — — ; ce seiont done des series ordonnies suivant les puis- 

sauces croissantes de X, et de X^. Soient 5, et S^ ces series; nous 
aurons : 

J[ c J5 c 
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et nolro intigrale g^n^rale s'6crira : 

5. 

-J- = constante. 

Supposons d'abbrd que notre point singutier sott un noeud dicri- 
tique; Tintigrale g^n^rale de I'^uation pourra s'6crire: 

-^ = constante. 

S X 

Done 'J est une fonction de -— ; elle ne change done pas 

quand on multiplie X^ et X, par une m£me constante *k. Si done 
je disigne par 5f et 5^ les groupes de termes homogine^ de degct 
p dans 5, et dans 5, , nous aurons : 

\s\^-ys\ + vs \ + ... _ s\ + s: + s\+ ... 
ksi + ysi + k'si +'...- SI + s: + SI + ..r 

Le premier membre doit done £tre ind^pendant de k. 

D' autre part, 5| , 5* , . . . 5,^' doivent s'annuler ainsi que 
S[, 5J , ... 5^"", tandb que 5j et S^ sont diflftrents de ziio; et 
en effet les courbes / + Cf = o doivent avoir au point coBsidir^ 
un point multiple d'ordre X k tangentes distinaes. 

On aura done, quel que soit k: 

f _ ib^5 ^ + t^^'5,^'-f ... 

ff — l^f+IF^*' + . . . 

ou, en faisant tendre k vers z^ro: 

Ainsi : la fraction rationntllt — est le quotient de deux polyfifimfS 

entiers homogenes d'ordre X en X, et X^, 

Consid^rons maintenant un noeud monocritique : Tintigrale g^ 
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n&rale est alors de la forme : 

^ = constante. 

Le rapport -^ ne doit done pas changer quand on change X, 
et X, en X, k' et X, k^. Soit alors 

Ax:x: 

un terme quelconque de Tune des series 5, ou 5, ; ce terme se 
changera en 

AXTXIV^^; 

je dirai alors qu'il est de la classe mv + n(A. Soicnt alors 5f et 5^ 
Tensemble des termes de classe p de 5, et de 5,; nous aurons 
encore •. 

Comme la courbe / -f Cf = o doit pr6seattr X branches dt 
courbes de la forme 

passant au point C0Bsid6r6 (cfir. loco citato, p. 170), las premiers 
termes qui ne s'annuleiont pas au numirateur et au d^nominateur 
de la fraction pr6c6dente seront les termes k^^^S}^* et *^''*5j'», d« 
sorte que nous aurons, quel que soit k : 



et en faisant Ji; = o : 
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Ainsi : la fraction ratimneUe — est It fMotuni de demx pafy- 

ndmes entiers bamoghnes d'ordre X m Xf e/ X][. 

II reste k examiner le cos d'un col qui est un pen plus goid- 
pliqu6. 

Si rintigration alg^brique est possible, les series JT, et X^ ai- 
stent certainement encore; Tintigrale ghntnle devient : 

Xf XI = constante. 

5 
Done, -^ ne change pas quand on change X, en k* X, et X, 



en k'^X^. Un tcrme en X^XJJ est alors multiplii par*"**^ ct pent 
£tre appel6 de classe mv — fi [i; seulement il pent y avoir des termes 
de classe negative. 



Soil encore: 



^=1 



kfSf 



9 X^^Sf 

Le numirateur, comme le d6nominateur, sont developpaUes 
(pour les Taleurs de k voisines de i) suivant les puissances pon- 
tives ou negatives de k; il en est de m£me de 

Cette fonction de k devant £tre identiquement nuUe oe pent 
r^tre que si tous les coefHcients du d^veloppement sont nuls; on 
* a done : 

en choisissant p de telle fa^n que 5f ne soit pas identiquement 
nul. Seulement ici 5^ et 5^ peuvent contenir une infinite de termes. 
Ce ne sont plus des polyndmes, ce sont des series. 

Soit Af, un noeud quelconque; soient fx, et v, ses entiers carac- 
tiristiques; X| , XI les deux series X, et X, correspondantes. Nous 
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Ipourrons toujours former ces deux series si nous connaissons I'iqua- 
tion difftrentielle. Ces deux strles convergcront dans un certain do 
maiae D, ; soil ensuite A, un domaine plus ^tendu que D, ; nous 
pourrons encore dSfioir dans ce domaine les deux fonctioos X[ et X', 
par Ic proc6d6 de la continuation analytique. 

Soit Af, un second nosud, ft, et v^ ses eotiers caractiristiques; 
XJ et X', les deux s6rifs X, et X, correspondantes; elles convergc- 
ront dans un certain domaine D, et on pourra, par continuation 
analytique, dfefinir les fonctions X^ et X', dans un domaine plus 
£tendu i,. 

SupposoDS que d, et 4, aient une partie commune; dans cette 
pariie commune les quatre fonctions X',,X[,X',, X', seront difinies; 
et nous devrons avoir une relation entre 



Z,= 



(XT 



- {Xiy 



Dans le cas oii rial^gration alg^brique est possible, on volt 

quelle est la forme de cette relation; la fonction -J- doit fitre une 

9 
fonction rationnelle de 2, d'une part, de Z, d'autre pair. 

II Taut done qu'une fonction rationnelle de Z, soit £gale k une 
fonction rationnelle de Z,. 

Soit Xg, y^, ^ un point de la partie commune 4 &, et & d, ; 
connaissant nos quatre fonctions X dans cette paitie commune par 
continuation analytique, nous saurons d^velopper Z, et Z, suivant 
les puissances de x^x^, y —y^ , ^ — ^^ ; soit Z^ a Z° !es valeurs 
de Z, et Z, au point jc„ , y„, ^; nous saurons divelopper Z. — 2° 

|auivant les puissances de Z, — Z°, 

I Nous aurons done la relation cberch6e entre Z, et Z, sous une 
forme oili entre une skne infinic; mais cela ne nous pcrmet pas 
encore de reconnaitre si on pent la menre sous la forme d'une 6ga- 
lit£ entre deux fonctions rationnelles. 



Introdit4:tion den FottcHonn FucJmiennes. 

Consid^rons d'abord un nceud dicritique et supposons que nous 
Ipous doaoioos: i" les valeurs remaiquables C, , Q, ... C.; 2° le 
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nonibre X; 3* les nombres X, et 1m ezposams s^ rdadft auk 4ifll^ 
rents facteurs oorrespondaot aux q valeurs remarquaUes. 

S(Ht Af| I'un des communs multiples des exposints o^ com^ 
spondaot 1^ la valeur remarquaUe C|. 

G)nstruisons un polygdae fuchsien R^ dt la t^ fkftnille et d« 
i^ genre; supposons que nous ayons iq — 2 sommcts rtptms en 
q cycles. Le premier cycle comprendra un seul sommet A^^ le se- 
cottd^ le troisitaie, etc., et Tavani dernier cycles cumpreddmat 
chacun demc sommets que j'appellerai /I, et i^, ^, et ^|, ... , Ji^ 
et A'^^ ; le dernier cycle comprendra un seul sommet A^. La somme 

des angles du h^ cycle sera 17- et il y aura une fbnctidn fudi- 
sienne qui sera igale k Q an point A^. S<rit F(C) cctte fioociiaA 
fuchsienne; igalons-14 i ^ et ^crivons : 

Nous avons vu plus haut que — devait £tre une fonction 

? 

X 

rationnelle du rapport -^ que j'appellerai Z; nous aurons done : 

F(0 = i?(Z), 

R disignant une fonction rationnelle. Je dis que Z sera une foncrien 
uniibrme de C 

Si, en efFet, F(C) d^crit un contour fermi, plusieurs valeurs de 
Z ne pourfont s'ichanger que si ce contour contient Tim des points 
Q; et si on toume autour d'un point Q et que «!, 9lI, . . . of 
soient les exposants correspondants nous verrons s*6changtr, par per- 
mutation circulaire, d'une part XJ[ groupes de a^ taleufs^ d'autfe 
part XJ groupes de aj valeurs, etc. 

Si ^ d^crit un contour ferm^, il faut d'abord que ce contour 
cnveloppe un des sommets de R^^ pour que F(C) toume autour 
d'un des points Q. Si C toume autour d'un stnnmet, F(C) tcfume 
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sag6. Mais comme M^ est un commun multiple qmUomqme des a, , 
je pourrai tou jours supposer M^ ^ a^. 

Nous pouvons done toujours supposer que le nombre des cycles 

de Sq est pricis6ment ^\. 

Quel est le nombre des c6t6s ? Le polygdne R^2 2q — 2 cdtis; 
quand on y annexe J?, , on a en tout 2(29 — a) cdtis; mais comme 
R^ 2, Ma c6t6 commun avec J?, et que cette paire de c6tis dt^Muait, 
11 reste pour le polygdne J^ + J?, un nombre de c6t&s igal i 

2 (a f — 2) — 2. 

Annexons encore R^ , nous ajoutons 2q — 2 cdt6s; mais X, a 
au molns un c6t6 commun avec i?o + -Ki ; cela fait une paire de 
cotis 4 supprimer et il reste 

3(2^ — 2) — 2.2 

c6t6s pour le polygdne J?o + ^1 + '^t- Ce nombre doit fitre diminui 
si R^ a plus d*un cdti commun avec R^ + J{,. 
En giniral S^ aura : 

1(2 y — 2) — 2X4-2 
cdt6s, si R, n'a qu'un cdti conmiun 

Ao 4" •'^1 "H • • • I Ru^* 

Dans le cas contraire ce nombre devrait £tre dinunui. 
En giniral le nombre des c6t6s sera 

X(2 J — 2) — 2 X + 2 — 2 *, 

h itant un entier positif ou nul. 

D'aprte une formule que j*ai donnie dans les Acta Maibema^ 
tica, tome I, on a, si 2 11 est le nombre des cdt6s> q le nombre des 
cycles, p le genre du polygdne fiichsien : 



ou 
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Nous aurons done ici 

P— 2 ' 



Or nous avons trouv6 plus haut 

X\ = ^(y — 2) + 2. 
On a done 

2^ + * = 0. 

Or les nombres p tl h sont posttifs ou nuls; on a done : 

p = 0, A = o. 

Ainsi : le genre du polygdne fuchsien S^ est nul ei le nombre de 
sts cdtls est 2\(q — 2) + 2. 

II faudrait rechercher maintenant comment sont assembles les 
divers polyg6nes partiels R^ dont Tensemble compose S^^ et com- 
ment les c6t6s de 5^ sont conjugu^s deux k deux. 

Je disignerai par ^^| et Al^ les sommets du polygdne R^ qui 
sont homologues aux sommets A^zzzA^^ et A\z=:A'^^ du polygdne R^. 

G)nsid6rons alors le c6ii A^j,A'^\ ou bien il coineidcra avec 
un c6t6 -4,.ii<^.* du polygdne R^^ les deux polygdnes R^ et R^ ayant 
un c6t^ common; ou bien ce sera un c6t£ de 5^ , mats alors il sera 
conjugu6 d'un autre cdt6 A^^^A^j, de 5^. 

Dans Tun et Tautre cas> je dirai que Tindice h est le conse- 
quent de I'indice k, et I'indice k rant£c6dent de Tindiee h. Chacun 
de nos X indices aura ainsi un consequent et un ant&c6dent. 

G)nsid6rons alors la substitution T, qui change chacun de ces 
indices en son consequent. C'est une substitution de X lettres, et si 

••| f Wi } • • • flt| f • • • 

'^i* ^i» ••• ^|i ••# 
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* 

sont les nombres a^ et \ relatifs k la vaUor ifiimiMMc C, , les X 
lettres se r6partiront^ en X| groupes de a| lettres, ... en X/ groupes 
de cl\ lettres, ... i^ et l^a substitution 7^ permntera circulairement les 
lettres de chaque groupe. 

G)nsid6rons maintenant le c6tt A[^A'^; il coincidera avec mi 
c6t^ A^A^L de iS^,^ Qo Utn il sera ion cAti de j^ et sera conjugui 
du c6t6 A^A^^. 

Dans les deux cas, d^finisMM h^ cessAqveat^ lb no neuveau 
point de vue, je dirai que b est le consequent de k. 

J*appellerai T^ la lulistftutiea de V Itttces qui change chaque 
indice en son consequent. 

On definirait de m£me les substitutions T^, T^, ... T^^ qui 
correspondent aux cdtis A'^A^, ^^l^* ^ »• '^r-f^ ^^ ^^ m£me fafon 
que r, et T^ correspondent aux cdtis A^A^ et A[Ay 

Lea f --^ I sujbstifiutiofis 7^ deivoat satisfiiire i cectaines condi- 
tions. Nous avcns d^j^ vu quelles sont celles que doit remplir T, 
et comment les lettres doivent se ripartir en groupes tels que T, 
ptnnule ctKidbiiement les Ictttes d'lm mtme groiipe. 

Scuent maintenant 

•i» ^t . . . «f 

les nombres s^ et \ relati& i la valeur Q. 

On pourra ripartir les X indices en groupes tels que lasnbsife* 
tution I^' 7r' permute circulairesient les lettres^ d^ua mteae gmupew 

Nous devrons avoir XJ groupes de olI Unres, X] groupes de ml 
lettres,... Xf groupes de otf lettres (^ = 2, ;, ... ^ *- i). 

Soieat enfia 

• 

«J> «J> ... «^ 

les nombres a^ et \ relatiis. it la valeur CL. 
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Xa % indices poorront se r^partir en groupes tels que T^, per- 
muteut circulairement les lettres d'un miime groupe. 

Nous devons avoir >J groupes ile a| lettres,..., X^ groupes de 
if lettres. 

Une question se pose alors; existe-t-il des substitutions T sati- 
sfaisant k toutes ces conditions ? et par consequent exJste-t-il un 
polygene S^} 

Nous avons vu plus haut qi:e -^ devait fitre une fonclion ra- 



tionnelle ie Z = - 



P(.X„ JTJ 

a(.x„ xy 



P tt Q itant deux polyn6cnes homogines d'ordre X. 

Soit Cj unc valeur rcmarquablc quelconque, A^ et B,, deux 
constantcs tellcs que B^^ A^C^. Alors le polynfime ; 



devra se decomposer en factcurs, et I'on ; 

(r) A^P -\- B,Q=VliVf^ ... V^. 

U^ itAot uo polyo6aje d'ordre Vj. 

La question propos^c revient alors i ta suivante. Peut-on toa- 
jours irouver des polynomes P et i2 satisfaisaDt aux conditions (t)? 

Nous disposoiu des ind^lennin^ps suivantes : 

l" Les 2 >. + 2 coefficients des polyndmes P et Q. 

3° Les q consiantes A^, d'ou I'on dednit les q constantes B^ 
par les Equations B^ = >^t C» ; les Q sont supposes donnas. 

3° Les XC"* + coefficients des facteurs U. 

D'autres part, nous avons h satisfaire aux conditions (l) qui 
sont des identit^s entre deux polyndtnes d'ordre I. 

Chacune d'elles correspond done ^ X + I conditloBs; cela fait 
done en tout f (X + i) conditions. 
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Si done nous appdons N le nombre toul des fkcteun C^ » de 
telle sorte que 

nous avons 

paramitres qui doivent satisfaire k q(\ + i) cooditioiis; il nous 
reste done 

N+2\ + 2+q + X\-q0^ + ^) 
paramitres arbitraires. Or, en vertu des Equations: 

ce nombre se r6duit k j^ -r N. 

Remarquons que les Equations (i) sont homogines si on y 
regarde : 

i"* les coefScients de P et j2 comme 6tant d'ordre \ 

a"* les constantes A^ comme 6tant d'ordre \ 

i** les coefScients d*un facteur U^ de degrt \ conune 6tant 
d'ordre 2\. 

En effety il est ais6 de verifier qu'en adoptant cette convention 
les deux membres de (i) sont homogines d'ordre 2X. 

Mais il y a plus^ ces Equations (i) sont doublement homogines; 
je veux dire que^ si ^ et iq df^signent deux ind6termin&es, elles ne 
changent pas quand on change 

(1) A„ P, Q, U, 

en 

(3) M\ Pyi\ Q»i\ ux'^-n\ 

Adjoignons aux Equations (i) d'autres relations ea nombre 
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N -j- 2 entre nos inconmies; je suppose que ces nouvelles relations 
prescntent U mfime homog^iieitii double que Ics Equations (i); 
c'est-i-dire oe changcn: pas quand Ics quamitis (2) se chaogent 
dans les quantii^s (3). 

Nous avons alors N -^ 2 -\- q(X -j- Equations homogines; le 
nombre total des inconnucs est iV-f 4 + y(X -f- i); mais ces Equa- 
tions itant doublement honiogSncs sont en rialit^ des Equations 
entre les rapports des coefficients des A^P et des A^Q ElevEs 11a 

puissance -r- et des coefficients des U^ ElevEs i la puissance -r- . 

Le nombre de ces rapports rlelltmtnt dislincts est seulement 
N+2 + qQ' + i)- Nous avons done autant d'Equations que d'ln- 
connues et comme des Equations homogEnes ne sont jamais impos- 
sibles, nous pourront toujours en tirer nos inconnues. 

Ainsi, si les Equations (l) sont distinctes, les rapports de nos 
inconnues dEpendroni de N + 2 paramEtres arbitraires et nos incon- 
nues elles-mames de W + 4 paramEtres. 

Si les Equations (l) n'^taient pas distinctes, les inconnues dE- 
pendraient de plus de N + 4 paramEtres. 

II semble done que notre problEme comporte toujours une infi- 
finitE de solutions, Mais il importe d'observer que ces solutions ne 
sont pas rEellement distinctes. 

En effet, si dans les poIyn6mes P, Q et C/, on remplace X, 
et X, par 

aX, + pX, et Y-X, + XX,, 

les Equations (i) ne cesseront pas d'Etre sattsfaites. Or cette tran- 
sformation dEpend de 4 paramEtres a., ^, y, S. Done votU une qua- 
druple inBnitE de solutions qui ne diffErent pas essentiellement les 
unes des autres. 

D'autre part, ['Equation (i) ne change pas si I'on y change 



U., 



U., 



Ug, 



■ i^K^K> A\>$K'' ••• i^^- 
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VMh une transfonnatton qui depend des K paramitres jt; coiDiBe 
nous pouvons op6rer de mfime sur nos q iquations (i), cda nous 
£uc aucant de paramitres {i que de faaeurs (7, c'est^i-dire N. En 
tenant compte de a, ^, v, X, ceh fait une traosIbnDatioQ dipeaimat 
de A^ + 4 paramtoes. 

Hous aufons done une {N + 4)^** infiniri de solutions qui nt 
diflSErcrofit pas essentiellement les ones des autres. 

Si dooc Its Equations (i) sont distinoies, le ptoUteie ae cooh 
portera qu'un nombre fini de solutions essentiellement diff&rentes. 

Main tenant, les Equations (i) sont-elles distinctes? La considi* 
ratiaa des fonctions fuchsiennes permet de I'affirmer. 

Si, en efiet, les Taleurs remarquables C| sont donn6eS| on pourra 
coostniire d'une seulc manih^ le poiygdn* fuchsien R^; on pomra 
ensuite assembler d'un npmkn fmi de mtnrihris X poiygdnes 

pour former le polygdne S^. 

C'est parmi les polyg6nes 5^ linsi formis, en oondire fini, qu'il 
faut choisir ceux qui conviemient & la question. Les considiratioiis 
ifti pr6ciient montrent qu'il y en aura toujours, mais U ne pent y 
en aToir qu'on nombre fini« 

En r6sum&, si Ton se donne les v^eurs remarquaU^ Q , si 
Ton se donne les Mtiers X et Xf cssojtttis seulement auz oooditions 

on pottira toujours former les pobfndmcs P tt Q tt Ic polygAHc S^^ 
et OD ae pourra le faire que d'un nombre fini de maniira* 

XkKtensian atix nwuds monocrUiques* 

Consid^rons un noeud monocritique; soient X, et X^ les deux 
series correspondantes, et toit 
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Nous avoQs vu plus haut que ■ 



/ 



est une foaction ration- 



nelle de Z dont le num^rateur et le d6D0[iuQaieur sont d'ordre > : 



Soit Cl une valeur remarquable; lorsque i- toumera autour 

? 
de Cj, les \ valeurs de Z tiroes de I'iquation qui pr6ctde s'ichan- 
geront entre elles. Soit u. un facteur de /+ Qip; soient \ et a, les 
deux nombrcs correspondants; si ce facteur n'est pas singulier, nous 
aurons X, groupes de a, valeurs de Z, et les valeurs de chacun de 

ces groupes s'fichangeront circuUirement quaud — toumera 

? 
autour de C^. 

Si le facteur est critique, «, est divisible par ^\ nous avons 

alors X, — I groupes de «, valeurs de Z et i groupe de — ^ valeurs 

qui s'6changent circulairement. 

Si le facteur est hypercritique, a.^ est divisible par v et nous 

avons \ — I groupes de ot, valeurs et i groupe de — ^ valeurs qui 

s'£changent circulairemeni. 

Si endn le facteur est doublement singulier, k^ est divisible par 

[jiv et nous a.vons \ — 2 groupes de ac^ valeurs, i groupe de — 

valeurs et i groupe de — valeurs qui s'^changent circulairement. 

Formons encore le polygdne A^ et formons la fonction fuchsiecne 
FCC). Posons : 

Z sera encore une fonction fuchslenne de X,. 

Le polyg6ne S^ correspondant sera form£ de X polyg6nes partiels 

«.. -s «»-■ 

£n>J. CiVc. Ualtm., t. Xi, parte i'.— Sumpaio il 32 luglio 1897. jo 
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Le nombrc des cycles de sommcts est encore X\* 
Celui des cdt^ sera 

X(2 y — 2) — 2 X + 2 — 2 *, 

b itant positif ou nul. On en d&duit, p ttznt le genre de S^ : 

2p + b = \(q-2)+2 — X V 

ftevemms «uz firmules qui, dans la pretnftre fmtt dt ce era- 
MiU fcmptissent les Ifgocs 6 k 12 de la page T73. Pour <ha<)iie 
aoend aK>nacritiq«e,' nous aurons q dc ces fbrmules^ oerreapoodm 

aux g valaus remarquables; additionnons-les, il viendra : 

qX = Z«i\ + *'('^ ~ 7 + **("r ~ V ' 

mom avons trouvi d'autre part, page 175, formule (S) : 

on tire de li : 
d^oCi 

2/> + A=o, 
et comme ^ et ib ne peuvent £tre n&gatifs : 

p=ib = o. 

On d^finirait comme pricMemment ies substitutions : 



fl 
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De combien dMnditerminies disposons-nous ? 

I® Des 2X4-2 coefficients de P et de Q. 

2^ Des q coDstantes A^^ 

3® Des coefficients des polyndmes U^ et UJ. 

Ces coefficients sont au nombre de \ -{- i poar on polyn6ine 
U^t At \ pour un polyn6me U[ simplement singuUer, de \ — i 
pour un polyndme IJ[ doublement singulier. 

Le nombre total est done 

en appelant N le nombre total des facteurs. 
Nous avons done en tout 

N+2\ + q + ^\ 

ind&termin&es. 

D'autre part, nous avons q Equations (i) qui Univalent i 
7(^+0 conditions, de sorte qu'il reste 

N + 2X — yx + 2!\ 

paramitres arbitraires. 

En vertu de T^uation 

X\ = (y-2)X + 2 

ce nombre se r&duit k N -{- 2. 

Si done les 6quations (i) sont distinctes, le probl&me comporte 
une {N + 2)P** infiniti de solutions. 

Mais d'une solution on peut en d&duire une {N + 2Y* infinite 
d'autres. On peut, en effet, sans cesser de satisfaire aux Equa- 
tions (i): 

I** changer X^ et X[ 

en dXi et pXJ; 



%%i Ik FOmCAKi. 

dans le cas d'un noeud dioridque tt de 

daotie cas d'oo ooead mooocrhique. 

Soit aloes k le nombre des noeuds et sok : 

^1 f ^a » • • • Ak 

les diverses foDcdons Z relatives k ces divers noeuds. 

Tous ies Z| serobt £3QctioDS fbchaicnnes de C; ct F(C) 
foDCtion rationnelle de chacun des Z^. 

A chaque valeur de F(C) correspondra par coosiqueBt uai 
fini de valeurs de Z, , uq nombre fioi de valeurs de Z^ , • • . » un 
nombre fini de valeurs de Z^. 

A chaque valeur de F(C) (ou, ce qui revient au m6me, k chaque 
point du polyg6ne R^ correspondra done un nombre fini de syslimes 
de valeurs des Z^. Soit A ce nombre fini. Solent alors £, , £,»••• 
les diff&rents polyg6nes fuchsiens congruents k R^. Soit M^ un point 
de Rol soieot itf,, A#,, ... les foitas corre^ndant} de £,» fi,, ... . 

A cbactto des points M^ correspondra un systteie de valcuiB 
des Zj. Scncnt alors 

(5/ ^ 9 A'l » • • • > *»A_, 

A points M^ correspondant k A systimes diff&rents de valeurs de Z» 
Alors si Ton considire un autre point ifj , ce point correspondra au 
m6me systime de valeurs que Tun des points (5), puisque le nombvt 
total des syst&mes de valeurs est igal k A. 

Nous dirons que deux points M^ sont Equivalents s'ils corre- 
spondent k un m6me syst&me de valeun des Z, et que deux poly- 
g6nes Rt sont Equivalents si les points M^ correspondants sont Equi- 
valents. 

Les substitutions du groupe r sont alors prEdsEment celles qui 
changent les polygdnes Rt en des polyg6nes Equivalents. 

On voit que r est un sous-groupe de G d'indice A. 



SUR l'int&gration alg£briq.ue DBS £q.uatioks, etc. a$$ 

Le polygdne F^ qui engendrera r, se composera de Tagrigation 
de A polygdnes R^ et sa surface (non euclidieune) sera A fois ceile 
de R^. 

Deux hypotheses sont possibles: 

Ou biec le polygdne F^ est de genre z6ro; alors il existe une 

f 
fonction fuchsienne ^, telle que tous les Z, et -^ soient des fonc- 

tions rationnelles de ^. 

Ou bien k polygdne F^ sera lie genre plus grand que a^ro, et 

il y aura deux fonctions ^ et i), li&es par une relation algibrique et 

r 
telles que les Z^ et -^ soient fonctions rationnelles de ^ et de >). 

? 



Paris, 7 mai 1897. 



H. PoiNCARfi. 
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UN TEOREMA SULLE SUPERFIQE ALGEBRICHE 



CON INFINITE TRASFORMAZIONI PROIETTIVE IN St. 



Nota di 6ino Fano, in Roma. 



AAuMBM 4el 9 m«gfio 1897. 



I. Nelia mia Nota : SulU super fUie algebricbe can un gruppo 
coniinuo transitivo di trasfortnaiioni proitttive in si (*) & dimostrato 
fra altri (benchi non vi sia esplicitamente enunciato) il teorema se- 
guente : Ogni superficie algebrica con un gruppo continuo primitive di 
trasforma:(ioni proitttive in si si pud riferire bira:(ionalmente ad un 
piano in modo che a quel gruppo di trasformaiioni proiettive su di essa 
corrispondano trasforma:(ioni ancbe proiettive di questo piano [e precba- 
meate rintcro gruppo proiettivo oo*, oppurc un gruppo oo* o oo^ 
con una (sola) retta fissa]. — lo mi propongo ora di precisare meglio 
questo risultato (**), determinando eSettivamente quali siano It su- 
perficie algebricbe ^ di uno spa:(io qualunque, cbe ammettono un gruppo 
cost fatto di trasformaT^ioni proiettive. 

La questione equivale, come ognun vedc, a quest'altra : 
Quali sono i sistemi lineari V di curve piane algebricbe di un 



(*) Questi Rendiconti, vol. X, pag. 1 c seg.; cfr. in particolare n** 2. 
(^) II che non importava fare nella mia Nota citata; ma mi riescirA utile 
in seguito, per analoghe ricerche sulle varieti a tre dimensioixi. 
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dato ordine qitalunqut n, che vengono troiformati in si dall'mlero 
gruppo proidtivo k' del piano, oppure da un gruppo proietfivo oo* o 
oo' con una sola retia ftssa (in particolare dal gruppo delle affinit'a 
o dellc affintl'a equivahnti)} Le due questioni coincidono, perchi, da 
un lato, ogoi supcrficis * si pu6 rappresentare sul piano in modo 
che alle sue sezioni iperpiane cotrispondano le curve di un sistema 
lineare T; e, d'altra parte, ogni sistema lineare cosi fatto pu6 essere 
assunto come rappresentativo di una superficie *. — (Si osservi che 
un sistema lineare r i necessartam>;nie setnpfice, vale a dire quelle 
curve di csso che passano per un punio generico del piano non con- 
tengono di conseguenza nessun altro punto variabile col prime: ci6 
perchi i tre gruppi proiettivi tcsti consideraii non trasformano in sh 
nessuna involuzionepiana, e nessun fascio di curve. Di qui si trae che 
ogni sistema F — escluso soltanto, ncl caso dl un gruppo »* o »', 
il sistema oo" costituito dall'unica retta fissa, eventualmente anche 
coQtata pifi volte— o t una rete omaloidica, e precisameme quella 
delle rette, oppure ha la dimensione ^3, c rappreseata perci6 nel 
solilo senso una certa superficie). 

Evidentemente, iI sistema lineare [di dimensione ^n(n + 3)] di 
tulle le curve piane algebriche di un dato ordine qualunque n £ un 
sistema T; esso rappresenta una ben nota superiicie di ordine n' 
dello spazio S , la quale sari quindi una superficie ■& (*). Ma 

vi saranno altre superficie *? Noi dimoslreremo di no, e avremo 
quindi il teorcma : 

Le sole superfcte (algebriche) di uno spazio qualunque, le qaali 
ammettono un gruppo continuo primilivo dt trasformaiiotti proieltive 
in si (ossia un gruppo il quale non lasci fisso su di esse alcun si- 
stema m' di curve), lono le superficie di ordine n' appartenenii a uno 
spa:(io S, che si possono rappresenlare sul piano in modo che 



(•) Per • = I si avrebbe la co»l delta iuptrficU di Vtr one s t (F*, di J',) 
(cfr. Veronese: La luptrficit omaloidt normale dtl quarto ordiiu...; Mem. Ace. 
dei Lincei, ser. j', vol. XIX, 188J-84; Segrc: Considtrajtonl i 
nutria dell* conicht di un piano...; Atii Ace. di Torino, vol. XX 
it= ), cfr. Del Pciio: Sulle suptrfieie dell-n' orditt... (questi 
ft,pti. Circ. italem., t. XI, pine i'.— Swrapaw il 6 a. 
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alU loro se^ioni iptrpiane corritpondano le oo eurvt atgt 

di orditu n C). 

Ovvero anche : Vn gruppo conttnuo pritiutivo (»', oo' o oo'J 
di omografit piane nan Irasforma in t'e russun sistema lineare di cmrve 
algebricbe di un dalo ordint n, aWinfuori del sistema di dinunsiont 
-j-«(n + 3) di tutte It curve piane aventi qutst'ordint (e, Del caso 
di un gruppo »" o 00', dei sistenu formjti da luite le curve di ud 
ordine i <C ■>, allc qualj si sia aggiunia, come compooeate fissa, U 
rctta invarianic cootaia ■ — i volte). 

Ua teno enundaio, et^uivaleDie a quest! due, sarebbe il 
gueote : 

Se ad una emrva piana di un data ordint n si^ appHcano tutlt It 
( 00', 00* o 00') trasforma^ioni di un gruppo primilivo di otwgrafit 
piane, si ha un'infinit'a di curve di qutUo slesto ordint, la quate 
appartient al sistema lineare di dimensioni \n(n + j) di tuttt It curVi 
piant di ordine n (non ^ contenuta, clod, in nessun sisiema lineare 
di tali curve di dimcDsiooe inferlurc)— purcbi soltanio, nel caso 
UQ gruppo 00^ o »', la retta invariants non sia pane dclla ci 
consideraia. 



2. Questo teorema sullc curve piane e sui sistemi Uneari di 
curve t analogo ad altro, giii noto (•*), sui gruppi di dementi di una 
fornia fondamcntale di prima specie : Se ad un gruppo qualunque di n 
tlementi di una forma stmplict si appUcano le co' trasforma^ioni del 
gruppo proitttivo suV.a forma stesia, ovvero anche quelle di un sotlo- 
gruppo co' di un sottogruppo 00' parabelico del gruppo medesimo 
(purchi I'elemcnio unito iisso di <jueslo sottogruppo non sia uoo 
dcgli n prima considerati), si ha un'infinii'a di gruppi di n elementi, 
la quale appartient all'involu^ione compleia II sulla farina sttssa. 



{•) Per il eaio dt?I gruppo 00' quMlo iteiio Icorvma fu gii CQiindato (' 
non dimostnito) dal sig. Lie. (■ ThtorU dtr TrantformalioiugruppM ■, vol. lU, 
pag. 7B6), il quale lo ripori6 da un nunoscritto incJito del sig. S I u d y (cfr. I. c.). 

(**) £ chc si poirebbe unche iimoMtTe f(i;ilini:nte, al pari di qucito^ pec 






JDiiuiiooe compleia. 
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Ovvcro anche : Le sole involuxioni /^ sopra una forma di prima 
specie (ossla sopra un enle rationale qualuttque), le quail vengano tra^ 
sjormate in si liaH'inli-ru grtippo proittiivo w', anche da un gruppo 
00" 00' parabolico sulla forma slessa (suH'ente ra:^ionale), sono I'tn' 
volu^ione completa di dimrnsione r ^ n, e (nel caso di un gruppo 
00' o oo') le invoiuiioni anche complete /^ , allt quali si sia aggiunta 
eomt eUminto fisso I'unico elemento unilo contato n — r voile. 

E inHne (enunciaco injlogo al primo del n° t) : Le sole curvi 
algtbricht (•) apparttncnti ad uno spa::^iis qualunque 5,, le quali am- 
nieltono 00' 00' trasjormai^ioni proieHivt, anche soltanto un gruppo 
00' parabolico di tali lrasforma:^ioni, sono le curve ra:^ionali normali 
di ordine n di qutsto sttsso spa^io. 

Sotto quest'uUima forma il teorema i stato dato dal sig. Lie (••) 
per il caso di un gruppo proiettivo altneno 00*; nel caso del gruppo 
parabolico »' esso fi noto per n^i e n=3 (***)i e si dimostre- 
rebbe analogaiuente per n qualunque. 

Di questi teoremi noi ci varremo ora per dimostrare quelii enun- 
ciati al n" i; e possiamo proporci in particolare di dimostrare ad 
«. il seconds dei tre enunciati. Baster^ limitarci al caso del gruppo 
proienivo oo', perchi questo entra come sottogruppo in tutd gli altri; 
sicchi il teorema, dimobtrato vero in questo caso, \o sitk a fortiori 
per i gruppi co* e 00'. 

Si abbia dunque in un piano un sistema lincare 00* (V) di curve 
algebriclie di ordine n, il quale venga trastbrmato in s6 dal gruppo 
proiettivo speciale 00' (G) con una retta invariante r; retta chc sup- 
poniamo non essere componente fissa di tutte le curve del sistema. 
Tali curve segheranno sopra r un'involuzione di ordine n, che 
dovrit essere trasformata in ih da lutte le <3d' proiettiviii subordi- 



(*) L'n'gcbriciti dolla curv^ non k ncmnieao ipotesi necessaria perchi il 
tcorcma suHiita (a, pet dir meglio, :c curve joddisfaceati »\ leorema sono gii 
necesMriamente algebriche). VtT gruppo •»' parabolico deve allota imendersi 
quello che, nclio spazio J, , ha un solo punto unito fisso (n ■!- i)p'°. 

* C"; Op =''■> ™-- ^'i P^S- i**?! P" n=j e n = 2 cfr. anche Klein-Lie: 
Compt. Rend., vol. LXX, 1870; Math. Ann., vol. IV. 

{•••) Klein-Lie, 1. c. Vedi anche P i 1 1 a r e 1 1 i : Anoali di Mat., ser. a*, 
t. XXIL 
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nate da G sopra r stessa. Quest^vduzione sari pefci6 di dimen- 
sioDe m; e per un gruppo qualuaque di essa passeraoao ancora infi- 
nite curve del sistema r. Ci6 si ?ede subito, applicando a una cunra 
qualunque del sistema le diverse onx>logie di asse r contenote- in 
G (e queste sono precisamente le oo' omdogie specUdi di asse 
r). — Nel sbtema lineare r (che avri una dimensione ^ « + i) ^ 
saranno dunque certo delle curve riducibili composte della retta r 
e di una parte residua di ordine ii — i: tali curve residue fimne- 
ranno (per ii>> i) un sistema lineare V di dimensione i — ii — i 
(perchi I'involuzione segata da r sopra r & di dimensione ii)^ il 
quale verri pure trasformato in si dal gruppo G. — Dico ora che la 
curva generica di questo sistema residuo non potri contenere ancora 
r come parte fissa; vale a dire, in altri termini, che non i possi- 
bile che tutte le curve del sistema r (primo considerato), le qoali 
contengono come parte la retta r , la coutengano necessariamente 
come lioea almeno doppia. Trasformiamo infatti una curva generica 
Y di r mediante un'omologia speciale di asse r, e sia y^ ^^ curva 
cosi ottenuta (la quale incontrer^ r negli stessi punti di y)) ^^^ ^^ 
scio determinato da y ^ y' (^ ^^^ ^ iMXlo contenuto in T) vi sari 
allora una curva contenente r come parte. Perchi r fosse compo- 
nente almeno doppia di questa curva, bisognerebbe che Y ^ Y' ^^^^ 
sero, nelle comuni loro intersezioni con quella retta, le stesse tan- 
gent!; e ci6 si pu6 sempre evitare, prendendo il centro deU'omo- 
logla considerata (sopra r, ma) fuori di queste intersezioni. — II si- 
stema r' non contiene dunque la r come parte fissa di ogni sua 
curva; e abbiamo perci6 questo primo risultato : 

St il gruppo G considerato trasforma in si stesso un sisttma Ii" 
mare oo* di curve algehricbe di ordine n^i non contemnti la retta invor^ 
riante r come parte fissa, esso deve ancbe trasformare in si un sistema 
lineare di curve di ordine n — i non contenenti del pari la r come 
parte fissa, e avente la dimensione k — n — i (la quale sari ^ a). 

Questo secondo sistema i il residuo della retta r rispetto al 
primo. 

G6 premesso, il teorema del n^ i si dimostra facilmente per 
induzione completa. Esso i vero infatti per ir = i; basteri perci6 
dimostrare che, ammesso che sussista per tutti gli ordini infericMi 
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ad un dato valore quatunque n, esso dovrJk risultare verificato anche 
per questo stesso ordlne n. — Sinmo dunque auiorlzzati a supporre 
che i( sistema V (di curve di ordine n — i, non conlenenti la r 
come parte fissa) abbia la dimensione massima ^(« — i) (n + 2); 
vale a dire che sU : 



k-n-i=^{n- i)(n + 2); 

e atlora sari pure : 

k = {n{n + j) 
come appunto si voleva dimostrare. 

3. II teorema tesii dimoslrato per i sistemi linear! di curve 
piane si pa6 anchc estendere facilmcnle a uno spazio qualuuque S^, 
avvertendo per6 die i gruppi proicttivi analoghi a quelli da noi con- 
siderati nel piano non saranno pii!i i soli gruppi proicttivi primilivi. 
Gii per r := 3 sono anche primitivi il gruppo proiettivo <»"* dt un 
comptesso Hneare non speciale, il gruppo 00^ delle similitudini, e 
quello oc* dei movimenti Euclidei o anchc non Euclidei (*); tutti 
gruppi i cui analoghi net piano sono imprimitivi. 

(•) Lie; op. cit., vol. Ill, pp. i}9. 140, 217. 

Ripelendo lo stesso nostro ragionamcnto, e valcndoct dei sistemt 
Itneari di varieti M'_^ di 5,_, come noi ci siamo valsi dellc invo- 
luzioni /, in una forma di prima specie (r^2), si potrcbbero dimo- 
strare, anclic per iuduzione complcta (rispetto ad r), i teoremi se- 
guenti : 

St ad una varietb M'_^ di uno spa^to S, si applicano tutu U 
[ 00'*'**'] trasformaxioni del gruppo proiftlivo di 5, medesimo, anche 
soltanto qutlle [ co''"'''] proiellivila che lasciano fisso un ipirpiano ar- 
bitrario, oppure quelle del gruppo speciale oo'^"''~' confenulo inva- 
riantivamtnte nel precedenle (purchi in questi ultimi due casi I'iper- 
piano fisso non sia parte della varieti M,"_, considerata), si ha un 11- 
sttma di infinite varietb M^, , il quale appartiene al sistema lintart 
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E quindi inche : / trt $rmppi proitttm it S, iian^i mum^muti 
ncM trtsformamt in ti nasum liittma tineare di varitta hi^, di «• 
OTiiine qualunqiu m, all'infuori dtl sisltma Hntart di dimtHsitmt 

( J — I rfi tullt te variilh avtnti qiusi'orditu (e, nel caso H 

UD gruppo con un ipcrpiano fisso, dei sistemi forinali da tutte le 
varieti di un ordise i <^n, alle quali ii sia aggiunto quello stesso 
iperpiano contato n — k volte). 

E inline : Le sole varitl'a atgtbricht M, di unt tpa^io qualmm^, 
U quali ammrttcno un gruppo conlitiuo dt Irasfarma^ioni proiettive in 
si, lah cbe, fissalo un lore punio gmerico, risuiti suhordinato nella 
steUa »~' delle dirri^ioni usunii da qiuslo punM I'intero gruppo pn- 
iellivo 00'*-', sono le varitt'a raiionali di ordine n' apparttntnti a 
tpt^i Sfu\ *^' " pos!ono rappTtstman sgpra S, in modn cht alle 

loro se^ioni iperptant corrisponda il listema linrare di tutte le varieti 
M,^ di ordine n. 

Quest'uhimo teorcma dice anche di pit) dei due prccedenri; 
esso si basa ancora sopra un teorema del sig. Lie (*), in forsi del 
quale ogni gruppo puntuale dl S, die nell'intorao di un punto ge- 
nerico, imposto come fisso, subordina Tlmero gruppo proiettivo oc*-*, 
i simile a uno dc! tre gruppi proiettlvi di 5, stesso dianzi constde- 
rati; e sulla possibiliiA di trnsformare tl primo gruppo oel secoado, 
ove si tratil di un gruppo birazionale, con una trasfonnazione anche 
birazionale. Che ci6 sia possible, fu da me dtmostrato finora nel 
solo caso di r = a (**); ma anche quesia dimojtrazioae si estende 
facilmente at caso di r qualunque. 



Ronia, aprllo 1897. 



GiNo Fa NO. 
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<') Op. cit, vol. I, pAg. 6}i. 

(**) Cfr. la mia Nota sii. di qucsii Rcndicontl, vol. X. 
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QUELQUES FORMULES GfiNfiRALES 

RELATIVES AU CALCUL DES INT&GRALES D&FINIES; 

par M. Miohel Petrovitoh, k Belgrade (Serbie). 



AdmiMU* d«l a) ouggio 1897. 



!• Soient f,(ii), *,(«), Px(ji), *t{^) fonctioas de w, d^Telop- 

pables en series de Taylor 

I 

(0 

I 

*.(«)= 2*.«- 

convergentes pour o ^\u\^i. D^igbooi par 

\ (^» ^) ^c coefficient de i dans F, (a + ^ i) 
.X [A, (a, ^) le coefficient de i dzts *, (a + ^ i) 

\(«» P) la paitie rielle de f,(« + pi) 
^-1(^9 9) ^ paxtie r^e de «^(a + ^i) 
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et nous auroDs 

Yi [F, (e") - f, («-")] = \ (cos K, sin 

-1 IF.(«^) + F.(«-^)] = X.(cos ^ sin 

(3) 

i. [♦. («C^>) - ♦. («-<^>)] = ,*. [cos a - *), sin (^ - *)] 

■J [*a(«<'-^) + ♦.(«-"^^)] = ^[cosa -*), sin^ - *)]. 
Si Ton pose alors 

(4) /(O = \ (cos I, sin + \(cos ^, sin 

(5) T (0 = f*. (cos ^, sin + f't(co8 ?, sin 

ct si Ton y remplace \ , \, p., , p., par leurs valeurs (3), on tiouve 

(6) m = !(-*- sin m^ + 5. COS imO 



W9 

(7) ? (0 = Z (^- sin w ? + ^« cos mi). 

I 

Envisageons Tintigrale dftfinie 

[>,(cosi. sinO+\(cos^, sinO]i>.[cos(^--»)»sio(^— Jf)] 
+ f*a[cos(^-x), sin(^— x)]}rf^ 

que Ton peut ftcrire sous la forme 



/=:J"/(0?(?-*)rf^. 
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En d&veloppant f(^ — x) en skrio trigonom^trique d'apris la 
formule (7), on aura 

J=X''»I /(O sin w(:c — *)''< + Z*- / cosi«(^ — *) 
ou encore 



(9) 



J=J^a^cosmxj /(Osinm^.i^ 

I ¥0 

+ yj. cosmxi /(^)cosm^.rf:C 

I Jo 

+ J *« sin mx //(O sin m:^;. rf^ 
Mais en vertu de la formule (6) on a 

t 

et par consequent 

(12) /= ^[('P.iSinmjc + Ccosmx) 

^. = (*. ^. - «. 4.) ' 
(13) 

On a ainsi I'intigrale deflate (8) d6velopp6e en s6rie de Fou- 
rier. Pour X = o on a 

(14) /='^2(fl.^. + *.5.). 

iUffi. Circ. MaUm.^ t XI, parte i*.— Sumpato il 9 a^osto 18^. p 



^$0 M. PETROVITCH. 

Si b^ = 0, B„ = o, on a 

(15) /=ir|;tf,^.. 

t 

La fbrmule (8) devient alors 

(16) r >,(cos;(, sinO^(cos;f, sinO^'? = * Jtf«-^«. 

Ces formules ginirales permettent de calculer un grand noonbre 
d'intftgrales d&finies soit en terme fini, soit en les diveloppant en 
s6rie. 

2. On pent tirer p. ex. de la formule (16) la cons^uence sai- 
vante. Soient 

(17) F,(ii) = 2;xi(^)«"' (^=i.») 

I 

des fonctions diveloppables en s&rie de Taylor convergentes pour 

^ M ^ i; 

soit en g6n&ral \(a, p) le coefficient de 1 dans F,(a + PO ^^ posons 
pour abrftger 

(18) \(cos;C, sin = 0.; 
d'apr&s la formule (16) on aura 

En particulier si 

f.(«) = F,(«) 
on aura 

(30) jf"(o.yi?=«|:[x.('»)r. 
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En rempla^ant dans (17) u par xu, oii le module de x est plus 
petit que le rayon de convergence de la s&rie (i7)> en d&signant 
par X(a, P) le coefficient de 1 dans F(x + Pi), et en posant pour 
abr^ger 

U = X(x cos ;f, X sin :(), 
on aura 



(21) j["(oyrf<=«|:[x(«')r 






Si p. ex. on a 



x(«) = ^. 



on aura 

F(u) — iT—i, 

^(xcos;;;, x sin if) = ^***^ sin (x sin t) 

et en le rempla^ant dans (21) on trouve 

ou, en chtngeant x en x*, 

(23) ^V'^-^ [sin (*T sin 0]V^ = ,c 2:^-1^. 



' 3. Si dans la formule (16) on (ait 

x" 

on aura 

F{u) = ir—t, 



iji u. fiTtovttcri. 

^(cos:;;, sin ^ = e"*^ sin (jc sin i() 
et la formule (i6) deviendra 



(24) / e~^sin(xsin;{;)-J*(^^?» sin Od:(^z=z'K^ 

Jo I 



! • 



oil (I. (a, p) est la panie r&elle de ^(u). 

De la formule (t6) on pent dMuire le rtsultat suivant: 
Elant donnle une fonction ^ (:(), s'annulant avu ^=io ei itot- 
loppablt tn sir it de Taylor convtrgtnU pour \:^<C,tt it V&U iisigm 
par [A(oe» ^) It coejficient de i dans ^(a + ^0> i*i^igrale difinie 



r 



^ — I — jf^Ccos^, stnrlo^ 



sera Igale a w*(x) pour |x| < i. 
Gir si Ton fait 

on aura 

xu 



^ ' I — xu 



d'oi 



^ , • N X sin 7 

^ ^ ^^ I — 2 X cos ^ + X* 



et en le renit>ta^nt dans (16), on aura 



(^5) / i-2x'c^\ + x^ '"^^^^> sinOrf?-^£tf«>f* = «*(x) 



formule valable pour |x| <^ i. 
Ainsi, lorsque 



(— i)*-'x' 
<»•= 



dtlBLduES FORlttJLES G&nfttALBS ttLATIVES, ETC. tfj 

on aura 

• (ii) = log(i +xu) 

(i(ccii7, riaO^^iMtg — p2 — i — 
et par consiqaent 

Si i'oD avait 

on aurait 

♦(ii) = e-— I 



{^(cos;^ An^z^^^mm(xuax) 



et par coos^uent 



Pour en faire d'autres applications imm6diates, posons daM (jo) 



d'o6 

/^(•)=l0g(l +XII) 



JTsin 






2(4 "• PBtKOTITCII. 

et Ton tun 

rintigrale, done, s'exprime par la transcetidante 
Si dans (17) on fait 

_ (- i)"-jr 



J^^*) 



on aurait 



= '-^^^-rr^i 

I — axcos;^ + Jr 

et en le rempla^ant dans (20), on aura 



f**/ X sin ;; y . ffjf* 



formule valable pour |x| <^ i . 
Si Ton (ait 



(-irif: 



on trouve 



d*o4, la somme ^a^:^ htznt igale i*(Jt), I'on rirc 
(26) J=-itxf 



^{—x)dx 



* 



formule gitUraU, valable pour |x| <^ i. 



aUELQ.U£S FORMULES g£m&RALES RELATIVES, ETC. 1$$ 

Ainsi, lorsque 

a, = x", 
on aura 

X 



*w= 



I — X 



[a(cos ^ sm 7) = ^i^ — ; — J ; 



done 



Jf xsm;f ^ jcsmr . i / . \ 
^ , ^ arctg — J ^^ — i;5: = — wjclog(jc+ i). 

4. Supposons maintenant que ies d&veioppements de F, et F. 
soient de la forme 

(27) 

I 

on aurait alors 

(28) /(;() = ^ (A^^ sin 2 m ;( + B^ cos 2 m:0 

I 

et pour rintigrale /, d^finie par (8), on aurait i'ezpression 

(29) /=X(^i«sina»»^+ a«cos2«x)' 
avec 

(30) 



%i6 



u. rsTioyiTCH. 



Pour X = o, &^ = o, B^ = o, OQ aurait 



(30 



/=«|;«,.4 



et des fonnules analogues i (16), (19), (20), (ai), (a;), (a6] 
On aurait aussi des fonnules analogues en suppcsant que 



F,iu)^±J^ 



f,(u) = ±b;^ 



En faisaot p. ex. 



_ (~ir^ 



OQ aura 



F(u)=z cosxu— I, 



X(cos^, sin^ = — 



sin (xcosi) 



et par consequent 






"1^ 



En faisant 






on aura 



F(ii) = sin jc u, 
X(cos ;(, sin ^ =: cos (x cos <) 



aUELdUES FORMULES g£k£rALES RELATIVES, ETC. 2 $7 

et par consequent 

(e"'-<_r«'"^)cos(:ccos0.Kcos;C,sin0i^=2'^Z^— ^^^?^^ 

5. Je signalerai ici comment les formules pr^c^dentes permettent 
de divelopper en series les intigrales de la forme 






et 



/=y"7(o<p(o^?. 



lorsque (p(;() est une fonction m^romorphe doublement p^riodique, 
ayant une p6riode 6gale i 2tc, on une fonction auxiliaire, /(;() 
6tant une fonction d^veloppable en sWe de Fourier 

/(O = Z (^« sin «;f + B. cos m 

I 

pour les valeurs de :j comprises entre o et 2w. 

En remplagant successivement ^(;() p. ex. par les fonctions 
auxiliaires 



«i(0 = 2£(— i)"^'/^'^'^ cos m^ 
I 

6, (:() — I = 2 ^ ^'^ cos iii;^ 

I 

(oi X est une quantity imaginaire i partie rielle negative), on aura 
les formules 

(34) r7(08.(^-Jfy^=2 J(-0""'«^^'^V. "O »K+^. COS «»0 

•'0 « 



(3S) /'/(0«.(0'^? = a2;(-' 

i{^. Circ^ MaUm.^ t XI, parte \K 



iSi M. VITtOTITCa. 

(36) r7(0[«,(?-«)-i]''? = a£r*K^.siniw* + ^.CM 

(37) /"/(OP.W - t]di = »te^B,, 



En rempla^nt f (^ par la firaaioQ 



^ 



^log».(0--j-cot^ = a|:j^^si 



stniM^ 



on aura les formules 



(38) jr*/(0[^ log 9.(^ - *) - -^ cot 1-j^] i? 

(39) jr"/(o[^log9.(0-fcot|-]rf^ = a£j^^. 

Soit maintenant F(^ une fbnction miromofphe doublen 
periodique k piriode 2 ir, n' ay ant que des p61es simples a. , «« 9 ... 
On aura alors 

F(0 = H+£if,DlogO.(;:_«.) 

I 

oCi ff et les K^ sont des constantes. Envisageons Pintigrale 



On aura 



/= ^jT/co^iogft.c? - «*) + Hfmd^. 



Mais comme Ton a 



jf/W'';: = 



dUBLdt^ES t^ORMih.ES GiN^RALBS RELATIVES, ETC. I59 

(puisque le d^veloppement trigonomitrique de /(^) ne condent pas 
le terme absolu), on aura, d'apris la fonnule (38), 

/ = 2g X I _ e««x (-^- cos m «4 — B.sinmaO 

et Ton aurait facilement des diveloppements analogues dans les cas 
06 F(:0 aurait des p61es multiples. 

Je signale le principe des diveloppements pr6c6dents» permettant 
d'obtenir un grand nombre d'intigrales d^finies en termes finis ou 
sous la forme des series. 



Belgrade, 6 avril 1897. 



Michel Pbtrovitch. 



'■'•■ ■ -* ' I" 
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SULLE CLASSI BEN ORDINATE, 

Nou di C. Burali-Forti, in Torino. 



AdaaftBM d«l 14 Bovembn 1857. 



Nell a mia Nota Una questiom sui numiri transfiniti (^), ho detto essere, se- 
condo il sig. G. Cantor, u una classe hen ordinatOf quaodo sodisfa alle due 
seguenti coodizioni: 

(a) Esiste in u un primo elemento. 

(b) Ogni elemento di u che ha dei seguenti ha riimnediatamente seguente. 
In un recentc articolo (**), e come ho poi verificato anche nel volume 21 

(a pag. $48) dei Math. Ann., il sig. Cantor per definire la classe ben ordinata 
aggiunge aile condizioni (a) e (b) la seguente: 

(c) Essendo Ui una classc contenuta in u c tale che esistaoo in u elemcnti 
superiori a qualche u, , allora esiste un elemento a di ti tale che element! infe- 
riori ad a e superiori a qualche u, non esistono. 

Ho creduto utile indicare esplicitamcnte questa mia involontaria omissione, 
scbbenc io non abbia fatto uso n^ della classe bene ordinata definita dal signer 
Cantor, no dclla classc ordinata che sodisfa alle condizioni (a), (b)\ ma sola- 
mente della classe che io ho chiamata ptrjettamente ordinata che oltre sodisfare 
alle condizioni (a), {b) e anche tale che: 

(^0 Qua'iunque sia I'elcmento x di u si ha che: o x non ha Timmediata- 
mente preccdente; o esiste un prcccdente y di x, non avcnte Timmediatamente 
precedcntc, tale che g!i u comprcsi fra x ti y sono in numero fmito. 

Risuita facilmcnte che ogni classe ben ordinata c anche perfettamente ordi- 
nata, ma con viceversa. II lettore pu6 verificare quali prop, della mia Nota ora 
citata sono veriGcate anche per le classi ben ordinate. 

Torino, ottobre 1897. 

C. BURALI-FORTI. 

(*) Q.ue«ti Rtndiconti, tomo XI, pp. 154-164. 

(**) Btfitrigc sur BegrOndung dcr tiantfioitcn Mtngenlcbrt. (Zwcitcr Artikel).— Math. Amu Bd. 49, 
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AMANZIO (Domenico). Risoluzione per serie delle equazioni quadrinomie della 
forma 

Ax^"-^ -f- Bx*** -f- Cx"-f- D = 0. 

[G. B., V. XrV, pp. 153-179, 306-317 (1876)]. 

2761. A3L 

GATTI (Stefano). Sulle equazioni a radici equidiflerentL [G. B., v. XV» pp. a8- 

33 (1877)]. 

2762. A 3 i 

VIAGGI (Francesco). Sulle equazioni a radici equidifferentl [G. S., v. XV» 
pp. 376-377 («877)1- 

2763. A 3 i Qc. 

RUBINI (RafFaele). Intorno alle equaaioni binomie. [G. B., ▼. V, pp. 184-189 
(1867)]. 

2764. ASio, 14, 17a. 

TRUDI (Nicola). Intorno alle equazioni binomie. [G. A, v. X, pp. 241-278 (1872)). 

2765. A3ia, 13. 

VIVANTI (Giulio). Un problema d'algebra. [G. A, ▼. XXYN, pp. aaj-aja 
(1889)]. 



2766. A S k. 

MATTHIESSEN (Louis). Resolution nouvelle de P^iutkw da quatri^me dq 
[G. A, V. V, pp. 234.235 (1867)]. 

2767. A 8 k. 

AMANZIO (Donicnico). Risoluzione deirequazlone di 3® gnda [G. JL, ▼. 3 

pp. 89.92 (1874)]. 

2768. A S k. 

yALERIANI (Valeriino). So!uzione analitica delle eqnuioni biqaadraticfae oe 
pletc [G. A, V. Xlir, pp. 99-106 (187$)]. 

2769. A 3 k. 

MOLLAME (Vinceozo). Una risoluiione deU'equazione complcta di 5* grada^ 
le radici di questa in funzionc del discriminanta delta cubica. [G. /I., ▼. X 

pp. 341-344 (1878)]. 

2770. A 8 k 

J ANNI (Vincenzo). Sopra una foraola di A r o n h o 1 d. [G. B., ▼. XXI9 pp. 2 
216 (1883)]. 

A 8 k. (Ftdi n<> 2740). 

2771. A8L 

VECCHIO (Angelo). Salle equazioni trascendentL [G. 5., v. VII, pag. 42 (i86| 

2772. A 8 L 

VECCHIO (Angelo). SuIIe equazioni trascendentL [G. B,^ v, X, pp, zyi*] 
(1872)]. 

2773. A 8 L 

FAVERO (loannes Baptista). De quxstione radicum realium caiutlibet aeq 
tionis numerics unins incognits. [G. B., ▼. XIII, pp. 249*281 (1S75)]. 

2774. A 4. 

J ANNI (Giuseppe). Esposizione del la teorica del la risoluzione deirequaziont 
Galois. [G. B,, V. XII, pp. 277-299 (1874)]. 

2775. A4d. 

FERGOLA (Emmanuele), ARMENANTE (Angelo). Quisiione $1, e toluzio 
[G. B„ V. IV, pag. 318 (1866); V. V, pp. 125-126 (1867)]. 

2776. A 4 a 

JUNG (Giuseppe)^ ARMENANTE (Angelo). Sopra una cqaazioae daI)*otti 
grado. [G. A, v. VII, pp. 98-104 (1869)]. 
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2777. A 5 a. 

TRUDI (Nicola). Sulla decomposizione delle funzioni fratte razionalL [G. B., 
V. II, pp, 225-242, 2$ 7-263 (1864)]. 

2778. A 5 a, D 1 b. 

TRUDI (Nicola). Sullo sviluppo delle funzioni fratte razionali (*). [G. B., v. V, 
pp. 1-20, 93-105. 257-272, 337-3SO (1867)]. 

2779. B 1. 

HESSE (Otto). I determinant! elementarmente esposti. Traduzione di V a I e- 
riano Valerian!. [G. B. v. X, pp. 217-229, 325-3^2 (1872)]. 

1780. B 1 a. 
JANNI (Giuseppe). Sopra i determinant! minor! d! un date determinante. [G. B., 
V. I, pp. 270-27S (1863)]. 

2781. Bla. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Nota sui determinant!. [G. A, v. IX, pp. 136-144 

(1871)]. 

2782. Bla, B 1 c. 

CALDARERA (Francesco). Su talune propriety dd determinant!, in !specie d! 
quell! a matrici composte coUa serie dei nuraeri figurati. [G. B., v. IX, 
pp. 223-232 (1871)]. 

2783. Bla. 

ALBEGGIANI (Michele). Sviluppo d! un determinante ad element! binomii ed 
applicazione alle questioni 1*, 2% 3% 4* pag. 188. [G. A, v, X, pp. 279-293 
(1872)]. 

' 2784. Bla. 
JANNI (Vincenzo). Dimostrazione d! alcuni teoremi su! detenn!nantL [G. B^ 
V. XII, pp. 142-145 (1874)]. 

2785. Bla. 

ALBEGGIANI (Michele). Sviluppo d'un determinante ad element! polinomi. 
[G. 5., V. XIII, pp. 1.32 (1875)]. 

2786. B 1 a, B 3 a. 

BONOLIS (Alfonso). Di un nuovo e semplice modo di svi'uppare 1 determinant! 
di grado qualunque, e sua applicazione alia ricerca della risultante di due 
equazioni qualsivogliano. [G. B.^ v. XXI, pp. 336*342 (1883)]. 



(*) Memoru •ttrttt* <U1 v. U (U^li AtU <klU R. kceU. 4k §d^9U fiticte • tmiim. U lUfoU. 
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2787. B 1 a. 

BAGNERA (Giuseppe). Sopra i detenninanti che si possooo formare c 
»* elemcDtL [G. B,, v. XXV, pp. 218-231 (1887)]. 

B 1 a. {Fidi n"" 5001). 

2788. Bib. 

SARDI (Giro). Muova dtmostrazioae del proJotto di due matrici. [G. 
pp. 174-177 (1867)]. 

2789. Bib. 

JANNI (Vinceozo). Sul prodotto di due matrict. [G. B., ▼• XI, pp. 

(1873)1. 

2790. Bib. 

RUBINI (RaiTaele). Formole di trasformazioni nella teorica del detc 
[G. B.y V. XVI, pp. 198-208, J44 (1878)1. 

2791. Bio. 

D'OVIDIO (Errico). Due teoremi di detenninanti. [G. J., ▼. 1, pp. 
(1863)]. 

2792. B 1 c, J 1 c. 

TRUDI (NicoU). Intorno ad un dcterminante piii generate di quello dc 
delle cquazioni, ed alle funzioni omogenee complete di queste radii 
V. II, pp. 152-158, 180-186 (1864)]. 

27^)3. B 1 c. 
SARDI (Giro), RAJOLA (Luigi), TORELLI (Gabriele). Quistionc 39, 
zione. [G. B., v. II, pp. 256, 315-316 (1864)]. 

2794. B 1 c. 

RUBINI CRaffaele). Su talune formole relative a determinant!. [G. B 
pp. 187-192 (1866)]. 

2795. B la 

SARDI (Giro), TORELLI (Gabriele), RAJOLA (Luigi). Quistionc 47, 
zioni. [G. B., v. IV, pp. 239-240, 294-297 (1866)]. 

2796. B 1 c. 

TORELLI (Gabriele). Teorema sui detcrminanti a due sca'e e so'uzioi 
qucstione 47. {G, B., v. IV, pp. 294-297 (i866)l. 

2797. B 1 c. 

SARDI (Giro). Un teorema sui doterminanti. [G. S., v, VI, pp. 357-360 
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2798. B 1 C. 

EUGENIO (Vito). Considcrazioni intorno a taluni determinanti particolari. [G. S., 
V. VIII, pp. 285.290 (1870)]. 

2799. B 1 c. 

FIORE (Vinccnzo). Dimostrazione d*una trasformazione di determinanti. [G. S., 
V. X, pag. 170 (1872)]. 

2800. B 1 c. 

SIACCI (Francesco), TIRELLI (Francesco). Questione 10 e soluzione. [G, B,y 
V. X, pag. 360 (1872); V. XII, pp. 75.78 (1874)]. 

2801. B 1 c. 

ALBEGGIANI (Michele). Dimostrazione d*una formula d'analisi di F. Lucas. 
[G. B,y V. XIII, pp. 107.112 (1875)]. 

2802. B 1 c. 

TIRELLI (Francesco), LANDRIANI (Antonio). Quistione 36, e soluzione. [G. S., 
V. XIII, pp. 167, 225, 356.358 (1875)]. 

2803. B 1 c. 

BONOLIS (Alfonso). Sviluppi di alcuni determinanti. [G. B., v. XV, pp. 1 13-134 

(1877)]. 

2804. B 1 c, M' 2 a a, M' 4 a, M> 5 a, M' 4 a, M' 5, M' 6 a. 

GARBIERI (Giovanni). Nuovo tcorcma algebrico e sua speciale applicazione ad 
una maniera di studiare Ic curve razionali. [G. B., v. XVI, pp. 1-17, io8- 
147 (1878)]. 

2805. B Ic. 

MINOZZI (Achille). Sopra un determinante. [G. B., v. XVI, pp. 148-151 (1878)]. 

2806. Bio. 

CROCCHI (Leopoldo). Sopra le funzioni aUph ed 11 determinante di C a u c h y. 
[G. S., V. XVII, pp. 218-231, 380 (1879)]. 

2807. B 1 c. 

DEL RE (A!fonso). Re'azione tra due deteirainanti. [G. S., v. XIX, pp. 116-117 
(1881)]. 

2808. B 1 c. 

PINCHERLE (Salvatore). Sopra una formola di ana'isi. [G. S., v. XIX, pp. 385. 
386 (1881)]. 

2809. B 1 c. 

CROCCHI (Leopoldo), C E. Questione 52 e osservazione. [G. S., v. XXIII, 

pp. 33. 232 («88>)]- 

XimL QU'C hhUm^ t XI, parte 2\^SumpAto il 12 gennajo 1897. ^ 
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aSio. B 1 c. 
CESARO (Ernestb), TAVANI (Decio). Questione 46, e soluzione. [G. B,, 
V. XXIII, pp. 19, 374-376 (188s)]. 

281 1. Blc. 

MARCOLONGO (Roberto). Graeraliszaiiotie d*ua t«oretila s\i\ detennliutiti 
[G. B.y V. XXV, pp. 298-302 (1887)]. 

2812. Blc, H12a. 

RAIMONDI (R.). Un teorema sui determinanti di differe&ze. [G. B.y v. XXVI» 
pp. 185-188 (1888}]. 

2813. Bio. 

LORIA (Glno). Nou fl« uiui elisse di detc^mtotmi. [G. B.> v. XXVI, pp. 3I5K 
333 (1888)]. 

Bio. (y$^ ni 2782, 287$, 5086, 3181). 

2814. Slop. 

JANNI (Giuseppe). Teorica di determinaiiti ^immetrici gobbi. [G. B.y v. I, 
pp. 275.278 (1863)]. 

2815. Blop. 

CREMONA (Luigi), D'OVIDIO (Errico), TORELLI (Gabriele), MOGNI (An- 
tonio). Quistione 32, e folaakmi. [G.B., v. II, pag. 62 (1864); v. Ill, pp. 5-14 

2816. Bid. 

ARMENANTE (Angelo). Sui determinanti cubici. [G. B.y v. VI, pp. 175 -181 
(1868)]. 

28t7. Bid. 
PADOVA (Ernesto). Sui deterrainanti cubici. [G. B., v. VI, pp. 182-189 (1868)]. 

2818. Bid. 

GARBIERI (Giovanni). Determinant! formaii con elemeati di an numero qua- 
lunque d*indici. [G. B.y v. XV, pp. 89-100 (1877)]. 

• 

2819. B 2, B 10 b. 

SIACCI (Francesco), CASSANI (Pietro), ALBEGGIANI (Michele), ANONIMO. 
Quistioni i, 2, 3, 4, 5, e soluzioni. [G. B,, v. X, pp. 188, 239-240,279-293, 
307-312 (1872)]- 

B 2. {Vedi n*> 3034). 

2820. B 3 a. 

IS£ (Ernesto). Mou sulU risultante di due equationi. [G. B.y v. VIII, pp. 1-27 
(1870)]. 
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2821. B 3 a. 

IS6 (Ernesto). Sul grado della risu'tante. [G. B., v. XI, pag. 253 (1873)]. 

2822. B 3 a. 

JANNI (Vinccnzo). Sul grado dell'elirainante del sistema di due equazioni. 
[G. B., V. XII, pag. 27 (1874)]. 

2823. B 3 a, B7£ 

PITTARELLI (Giulio). Intorno ad un problema di eliminazione nella teoria 
analitica della cubica gobba. [G. 5,, v. XVII, pp. 244-239 (1879)]. 

2824. B 3 a, B 7 £ 

PASCAL (Ernesto), Sulla risultante di un*ennica e di una cubica (estensione di 
un metodo di Clebsch). [G. 5., v. XXV, pp. 257-280 (1887)]. 

B 3 a. (Vedi n^ 275 1, 2786, 2960). 

2825. B 3 b, D6cS, DGct. 

CESARO (Ernesto). Intorno a ta'une funzioni isobariehe-omogence. [(P. B., 
V. XXII, pp. 33-45, 166 (1884)]. 

2826. B 3 d. 

ARZELA (Cesare). Sopra la tcoria deirelimtnazione algebrica. \G, B., v. XV, 
pp. 62-85, 154-177 (1877)). 

2827. B 3 d. 

JANNI (Vincenzo). Sul teorema di Sturm [G. A, v. XX, pp. 166-167(1882)]. 

2828. B 3 j. 

PRATTINI (Giovanni). Risoluzione di un sistema di sei equazioni fra nove quan- 
tity. [G. A, V. XVIII, pp. 174-177 (1880)]. 

2829. B 4. 

JANNI (Giuseppe). Teorica dei contravarianti, deg!i invariant!, e dei covariantL 
[G, S., V. I, pp. 174-182, 194-202, 240-253, 340-351 (1863); V. II, pp. 135- 
142, 161-170, 211-223 (1864)]. 

2830. B 4. 

NOVI (Giovanni). Sugl'invarianti e 1 covarianti delle forme binarie. [G. B., 
V. II, pp. 306-314, 321-330 (1864)]. 

B4 {VuU n« 3174). 

2831. B4a 

D*OVIDIO (Enrico). Sopra un teorema fondamcntale della teoria deg^i invariant!. 
[G. S., V. XV, pp. 187-192 (i877)J. 
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2832. B4d, B4e, B4£ 
PITTARELLI (Giu'io) Eserciiii sul calcoo dellc forme binarie. [G. B., v. XV, 

pp. 562-37$ (1877)]. 

2835. B4e. 
CAPELLI (Alfredo). Sopra un punto della teoria delle forme binarie. [G. B., 
V. XVI, pp. 217-224 (1878)1. 

2834. B 4 a 

PITTARELLI (Giulio). Nota sugli scorrimenti (UibtrscbiibungiH) delle forme bi- 
narie. [G. A, V. XVI, pp. 225.233 (1878)). 

2835. B 4 e, B4£ 

PITTARELLI (Giulio). Sul significato geometrico delle Ueberseh:ebungen nelle 
forme binarie. [G. B., v. XVII, pp. 160-171 (1879)]. 

2836. B 4 a 

PASCAL (Ernesto). Su di un tcorema sul calcolo simbolico nella teoria delle 
forme binarie.— Aggiunte. [G. A, v. XXVI, pp. 33.38; 102.107 (1888)]. 

2837. B4e, B7a, B7b. 

MOLLO (Cesare). Sulle forme binarie. [G. J., v. XXVII, pp. 327.333 (1889)]. 

2838. B 4 f, BIO, K7e, B 7 a, B7b, B7f, M'2aa. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme binarie dci primi quattro gradi. [G. A, 
V. II, pp. 170.179, 193-202, 243.253, 340-3Si(i864);v. Ill, pp. 24-31, 51.59, 
218.227 (1865)]. 

2839. B4f, M<2aa. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme binarie di grado qualunque. [G. B., 
V. IX, pp. 1.18, 76.86 (1871)]. 

2840. B 4 £ 

CASSANI (Pietro). Studio intorno alle forme binarie. [G. B,, v. X, pp. 230-254 
(1872)]. 

2841. B 4 f, B7o. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Nota sulla quintica binaria. [G. B., v. XIV, pp. 54.65 
(1876)]. 

B4£ (Fidi ni 2832, 2835, 2848, 2850, 3070). 

2842. B 4 h. 

CAPELLI (Alfredo). Sopra la corrispondenza (2,2) ossia la forma /(x, y) ed 
i suoi invariant! e covarianti relativi a due trasformazioni lineari indipea* 
denti delle variabili. \G. B., v. XVII, pp. 69-148 (1879)]. 
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2843. B 4 h, B 8. 

CAPELLI (Alfredo). Sopra !e forme algebriche ternarie a pi6 seric di variabili. 
[G. B., V. XVIII, pp. 17.33 (1880)]. 

2844. B 4 h. 

PEANO (Giuseppe). Forniazioni invariantive delle corrispondenze. [G, B., v. XX, 
pp. 79-100 (1882)]. 

B 4 h. {Fgdi n<> 2995). 

B 5. (Vidi n« 2732). 

B7a. (Fidi ni 2837, 2838, 3ii3» 3114). 

2845. B7b. 

BRIOSCHI (Francesco). SuIIe propriety di una forma biquadratica. [G. B., v. XXII» 
pp. 130-132 (1884)]. 

B 7 b. (Vedi ni 2837, 2838). 

B 7 a (Fedi n^ 2841). 

2846. B 7 £ 

BERTINI (Eugenio). Sistema simultaneo di due forme biquadrattche binarie, 
[G. B., V. XIV, pp. 1-13 (1876)]. 

2847. B 7 f. 

GERBALDI (Francesco). Sul sistema simultaneo di due forme cubiche binarie. 
[G. B., V. XVII, pp. 373-380 (1879)]. 

2848. B 7 f, B 4 f. 

TORELLI (Gabriele). Teoremi sulle forme binarie cubiche, e loro applicazlone 
geometrica. [G, B., v. XXIV, pp. 270-279 (i886)]. 

B7£ (Vidi n» 2823, 2824, 2838, 3113, 3194, 3238, 3239). 

2849. B 8. 

BRIOSCHI (Francesco). Sopra una proprleti delle forme ternarie. [G. B., t. 1, 
pp. 63-67 (1863)]. 

2850. B8, B4£ 

BATTAGLINI (Giuseppe). SuIIe forme ternarie di grado qualunque. [G, B., 
V. IX, pp. 152-169, 193.205 (1871)]. 

285 1. B 8. 

BERNARDI (Giuseppe). Sopra le propf^** ttnti e dd cova- 
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rianti di una e di piti forme ternarie. [G. B., v. XIX, f^. I36«i50» 358-297 
(1881)], 

B 8. (Vidi nO 2843). 

B 8 it. {FiiU o? a8s4). 

385 a. B8b. 

JANNI (Vincenzo). Decomposizione di un'equationQ di 4** grado fra due varui* 
bill in due fattori razionali di 2<>. [G^B., v. VII, pag. 28 (1869)]. 

2855. B 8 b, M>6L 
MAISANO (Giovanni). Sistemi completi dei primi cinque gradi della forma ter- 
naria biquadratica e degit invariant!, covarianti e controvarianti di sesto 
grado, [G, B., v. XIX, pp. 198-236 (1881)], 

3854. B 8 dt B 8 a. 
GERBALDI (Francesco). Sulla forma Jacobiaoa di tre forme ttrnarie. [G. JL, 
V. XXVII, pp. 33.39 (1889)]. 

2855. B9d. 

CAPELLI (Alfredo). Sul numero dei covarianti di dato grado per forme di qual- 
sivoglia specie. [G. B., v. XX, pp. 287-300 (1882)]. 

B 10. if^edi n<> 2838). 

2856. B 10 a, 

BRIOSCHI (Francesco). Intorno ad una trasfomuaiooe dellQ formo qaadratiche. 
[G. A, t. I, pp. 26-27 (1863)]. 

a8$ 7. B 10 a. 

SARDI (Giro). Nota sulla riduztone alia forma eanoaica delle quadratiche. [G. B^ 
V. V, pp. 35.38 (1867)1. 

2858. B 10 b. 

BATTAGUNI (Giuseppe). SuUe forme binarie di secondo grado. [G. B^ v. lU, 
pp. 22-23 (1865)]. 

B 10 b. {ViM n<> 2819). 

2859. BIO bo, H2op. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Intorno ad un'applicazione della teoria dellc forme 
binarie quadratiche all'integrazione dcH'equazione differenzialetllittica. [G. B^ 
v. XXIV, pp. iaa.140 (1886)]. 
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BlOboc {F$din<> 3113). 

2860. B 10 d. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme ternarie quadratiche. [G. B, v. VIII, 
pp. 38-59, 129-156 (1870)]. 

2861. BlOd. 

CIAMBERLINI (Corrado). Sul sistema di tre forme ternarie quadratiche. [G, B., 
V. XXIV, pp. 141-157 (1886)]. 

BlOd. (f^edi ni 3112, 3139). 

2862. B U a, B 11 b. 

BELTRAMI (Eugenio). Sulle funzioni bilineark [G. B., v. XI, pp. 9ft*io6 

(1873)]. 

2863. B 11 a, P 2 a, P 2 b, L' 2. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme ternarie biUneari. [(/.B., v.XXI, pp. 50^ 

(1883)]. 

2864. B 11 a, P 2 a, P 2 c, L* 8 a. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme quaternarle bilineari. [G. B., v. XXI, 

pp. 293.322 (1883)]. 

2865. BU a, Bllb, PL 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme binarie biHnearl. [G. A, v. XXV, 

pp. 281-297 (1887)]. 

2866. B 11 b. 

SEGRE (Corrado). Teorema sulle relazioni tra una coppia di forme bilineari e 
la coppia delle loro forme reciprdche. [G. A, v. XXII, pp. 29-32 ((884)]. 

Bllb. {Vedi ni 2862, 2865). 

2867. B 12 a, A 3. 

BELTRAMI (Eugenio). Sulle equaxioni algebriche. [G. ^., v. !« pp. 113-124 
(1863)]. 

2868. B 12 a. 

PACI (Paolo). Sui numeri complessi. [G. B., v. XI, ^^, 244*^^"^ (i873)]- 

2869. B 12 a, D 1 a, D 2, D 3 a, D 3 d, D 4, II, Q 2. 

PINCHERLE (Salvatore). Snggio di una introduzione alia teoria dellc funzioni 
analitiche secondo i principii del prof. C. W e i e r st r a s s. [G. B^ v. XVIII, 
pp. 178-254, 3X7-3$7 (i88o)J. 
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2870. B 12 d. 

PADELLETTI (Dino). Principii della teoria dei quaternioni elefnentarmente 
espostL [G. B., v. XX, pp. 1-47 (iS8a)]. 

2871. B 12 d. 

RAIMONDI (R.). Sull*equazione vettorule deila circonferenza. [G. B^ ▼. XXV, 
pp. 219-221 (1887)]. 

2872. B 12 d. 

RAIMONDI (R.). SuIIe curve d*inversione. [G. B., ▼. XXVI, pp. 181-184 
(1888)]. 

2873. B 12 h. 

RUBINI (RafFaele). Eserdzii d*integrazioae col calcolo del stmboM d*operazioiie. 
[G. B., V. XIX, pp. 1 18-150 (1881)]. 

2874. B 12 h. 

CAZZANIGA (Paolo). II ca!co1o dei siraboli d*operazione eletnentarmentc esposta 
[G. A, V. XX, pp. 48-77, 194-229 (1882)]. 

2875. B 12 h, B 1 c. 

AMANZIO (Dotnenico). Di afcune trasformazioni del sitnbo!o d*operazioDe 

ax dx dx dx dx 

e propriety di alcunt determinanti che dcrivano da qucste trasformazioaL 
[G. B., V. XXI, pp. 1 10-144 (1883)]. 

2876. Gla. 

TARDY (Placido). Sulle derivate di ordine supcriore delle funzioni composte. 
[G. B., pp. 73-77 (1864)1. 

2877. Gla. 

MOLLAME (Vincenzo). ALBEGGIANI (Michele). Quistione 29 e soluzioae. 
\G. S., V. XII, pp. 14, 152-153 (1874)]. 

2878. Gla, K 20 £ 

CALDARERA (Francesco). Sullo sviluppo dclle funzioni a variabili piccolissime. — 
Riso!uzione dei triango*i sferici aventi il perimetro di lunghezza minore del 
diametro della sfera, cui appartcngono. [G. B., v. XII, pp. 348-367 (1874)]. 

2879. Gla. 

PAIS (Antonio). Nota intorno alle derivate di ordine superiore delle funzioni di 
funzione. [G. B., v. XIII, pp. 47-48 (1875)]. 
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2880. G 1 a. 

MOSSA (Francesco). Sulla d.:rivazione successlva delle funzioni coraposte. [G. B., 
V. XIII, pp. 175.183 (1873)]. 

2881. Gla. 

AMANZIO (Doraenico). Sopra alcune formole. [G, B., v. XV, pp. 257-267 

(1877)]. 

2882. Gla. I 
GOMES TEIXEIRA (Francesco). Sur les d^riv^es d'ordre quelconque. [G. /?., 

V. XVIII, pp. 301-307 (1880)]. 

2883. Gla. G2g. 

BETTAZZI (Rodolfo). Sui concetti di derivazione e d*integrazione delle funzioni 
di piu variabili reaii. [G. A, v. XXII, pp. 133-166, 200 (1884)]. 

2884. Gla. 

BASSANI (Anselmo). Una forniola di analisL [G. S., v. XXV, pp. 223-227 
(1887)]. 

2885 Gla. 
B£TT.\ZZI (Rodolfo). Sulla derivata delle funzioni di due variabili e suUa in- 
versione delle derivazioni. [G. B., v. XXVI, pp. 21-32 (1888)]. 

2886. G 1 c 

MARTINI (Eligio). Nota sul cangiamento della variabile indipendente. [G. ^., 
V. n, pp. 353-354 (1864)]. 

2887. G 1 d. 

FAIS (Antonio). Sopra una forma compendiata delle equazioni differcnziali im- 
mediate di ordine superiore. [G. B., v. XII, pp. 320-325 (1874)]. 

2888. G 1 e. 

FAIS (Antonio). Nota intorno ad alcune formule che si deducono dalla formula 
di Taylor. [G. S., v. XII, pp. 148-149 (1874)]. 

G 1 e. (Fidi n*> 2735). 

2889. G 2 d, H 5 o. 

TORELLI (Gabrlcle). Di alcuni integrali formati dagli integrali ellittici e di 
qualche loro applicazione. [G. B., v. XI, pp. 17-37 0^7})]* 

G 2 d. (Fedi n? 2954). 

2890. G 2 e. 

BESSO (Davide). Sull'integrale del prodotto di una funzione razioaale pel loga- 
ritmo di una funzione razionale. [G. S., v. XXV. pp. 356-362 (1887)]. 
Rimd. Ore MaUm^ t XI» parte 2%— Sompato il 16 gennajo 1697. 3 
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G 2 g. (r«if qO 2885). 

3891. G 2 h. 
BESSO (Davide). SuirintegraleyF(jr)/xix esteso fra liraiti rcali e posidvi, 
quando la F(x) sia una funzione razionale. [G. S.» v. XII, pp. 1-14 Ci^74)l* 

2892. G 2 h. 

LEMOYNE (Giacomo). Sul valore medio geometrico delle funzioni d*una Tariar 
bile reale, [G. S., v. XVI, pp. 209-216 (1878)]. 

2893. G 2 h. 

VOLTERRA (Vito). Sui principii del calcolo integralc. [G. S., v. XIX, pp. 333- 
372 (1881)]. 

2894. G 2 h. 

BASSANI (Anselmo). Sopra una trasformazione di integral! definitL [G. B^ 
V. XXV, pp. 223.224 (1887)]. 

2895. G 2 k. 

D'ARONE (Giovanni) Intorno ad un tcorcma di Tch^bychew. [G. A, 
V. XXVI, pp. 61.64 (1888)]. 

2896. G 2 k, Alb. 

CESARO (Ernesto). A proposito d'un teorema di Tch^bychew. [G- B^ 
V. XXVII, pp. 48-59 (1889)]. 

2897. G 3 a. 

PEANO (Giuseppe). Su di una proposizione rifcreutesi ai dctcrminanti Jacobiani 
[G. fl., V. XXVII, pp. 226.228 (1889)]. 

2898. G 4 b. 

BELTRAMI (Eugenio). Intorno ad una trasformazione di variabili. [G. B., v. V, 
24.27 (1867)]. 

2899. D 1 a. 

VOLTERRA (Vito). Alcune osservazioni sulle fuiuioni punteggiate discontinac 
[G. B., V. XIX, pp. 76-86 (1 88 1)]. 

2900. D 1 a. 

MARCOLONGO (Roberto> Su di un teorcnia di algebra elementarc [G. A, 
V. XXV, pp. 174-178 (1887)]. 

2901. Dla. 

LERCH (M.). Sur une fonction discontinue. [G. S., v. XXVI, pp. 37s -3 76 (1888)]. 

Dla. (Fedi n"" 2869). 
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D 1 b. i^edi nO 2778). 

2902. Did. 

GENOCCHI (Aiigelo). Intorno ad una trasfomuzione di alcune equazioni a tre 
variabili. [G. /?., v. V, pp. 106-109 (1867)]. 

2903. D 1 d S, D 6 a 

GIULIANI (Giulio). Sopra la dimostraztone di una formola di anaiisi. [G. B., 
V. XXII, pp. 201-206 (1884)]. 

D 2. {Fidi nO 2869). 

2904. D 2 a a. 

DINI (Ulisse). Sulle setie a termini posiiivi. [G. A, v. VI, pp. 166-174 (1868)]. 

2905 . D 2 a X, D 2 b. 

GIUDICE (Francesco). Una considerazlone relativa alle seric a termini positivi 
costanti tra le qua'i trovasi quella d*Eulero. [G, B., v. XXVII, pp. 345- 
351 (1889;]. 

2906. D 2 a p. 

CESARO (Ernesto), GIUDICE (Francesco). Quistione 88. [G. B., v. XXVI, 
pp. loi (1888); V. XXVII, pp. 342-344 (1889)]. 

2907. D 2 a y. 

GIULIANI (Giulio). DeirintegrabilitA d'una serie di funzioni.— Rettifica. [G. B., 
V. XXIV, pp. 44-45, 333 (1886)]. 

2908. D 2 a S. 

RETALI (Virginio). Sulle serie triple. [G. B., v. IX, pp. 266-268 (1871)]. 

2909. D 2 b. 

BELTRAMI (Eugenio), ASCOLI (Giu'io), PADOVA (Ernesto). Quistione 67, c 
soluzioni. [G. B., v. V, pp. 189, 254-255 (1867)]. 

2910. D 2 b, H 5 £ 

TANO (Florestano). Sopra due serie di G a u s s, e di H c i n e. [G. B., v. Dt, 
pp. 60-63 (1871)]. 

291 1. D2b. 

TORELLI (Gabriele). Sopra alcune seric. [G. B., v. X, pp. 129-132 (1872)]. 

2912. D 2 b. 

BESSO (Davide)] Sulla seric ^ (aV+^y ' ^^' ^'' ^" ^* ^^' 160-164(1872)]. 

D 2 b. iFOi ni zjjfi^ 



29X). D 2boL 
PINCHERLE (Salvatore). Di una genera!izzazk)ne della deriTazkme nelle fim- 
zkmi azulitiche. [G. B., v. XXII, pp. 62-74 (1884}]. 

2914. D 2 b OL 

TOGNOLI (Oreste). Sulle serie di potenzc [G. A, ▼. XXV, pp. 155-160 (iSSj)]. 

2915. D2boL 

CATALAN (Eugene). Lettera del sig. E. Catalan al Rcdattore. {& JL, 
Y. XXV, pp. 3 1 1-3 12 (1887)]. 

29x6. D 2 o. 
NOVI (Giovanni). Riduzione in serie delle facoiti analitiche. [G. A., ▼. II, 

pp. 1-7, 4046 (1864)]. 

2917. D 2 c, D6cS, Jlo. 

GAMBARDELLA (Filippo). Sui coeffidend delle faco!U analitiche. — Appendice 
sullo sviluppo delle funzioni isobariche. [G. B^ v. XI, pp. 49-61, 86-97 
(1873); V. XII ex PP- iio-'iiS (1874)]. 

2918. D 2 d. 

EUGENIO (Vito). Alcune ricerche sulle frazioni continue. [G. ^., ▼. IX, pp. 358- 
365 {1871)]. 

2919. D 2 d, 1 12 b. 

PORCELLI (Onofrio). Intorno aJ una funzione che entra nella composiziooe 
delle ridotte delle frazioni continue, e delle radid delle congmenae di 
i^ grado ad una incognita. [G, B., v. X, pp. 37-46 (1872}]. 

2920. D 2 d 0. 

GUNTHER (Sigismondo) (^> Nuovo metodo per sommare direttamente le fra- 
zioni continue periodiche. [G. B., v. XVI, pp. 234-242 (1878)]. 

2921. D3, V9. 

BELTRAMI (Eugenio). Articolo bibliografico sulla cTeorica general e delle fun- 
zioni di variabili complesse » del professore Felice CasoratL [G. B^ 
V. VII, pp. 29-41 (1869)]. 

D3. (Fidin*' 5174). 

D 3 a. (F$di nO 2869). 



(*) Lft ptrtc coatenatft nel ▼. XII, per dichurasioae del prof. Gftmbtrdellft, 4 
prof. K. Trudi. 

(**) Vertioae d*! tedesco diGioTftoni Gftrbieri. 
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293a. D 6 o «. 

ARZELA (Ccsare). Svi!uppo, in serie ordinate secondo le potenzc decresceoti 
dclla variabi!c, di m funzioni algebrtche definite da altrettante equazioni a 
coefficient! determinatL [G. B., v. XI, pp. 368.375 (1873)]. 

D 6 O 0. (f^idi n\ 2760, 3021). 

2933. D6cS. 

TRUDI (Nico*a), ARMENANTE (AngeIo> Quistkme $5, e. aolaiioiie. [G. A, 
V. IV, pp. 319-320 (1866); V. V, pp. 28-30 (1867)]. 

2934. D 6 c 8. 

IMCHENETSKY (V.). Sur les fonctions de J. Bern on Hi, et sur I'ezpressioo 
de la difT^rcnce entre une sorome et une intigrale de monies limites. (Tra- 
duit du russe par J. Houel> [G. B., v. IX, pp. 8;.i03 (1871)]. 

D 6 c 8. (f^edi a\ 282$, 2917). 

B6ct. {Fedi n"" 2825). 

D 6 d. (Fedi nO 2929). 

293$. D6£ 
GIULIANI (Giulio). Sopra la funzionc ?*(cosy) per m infmito. [G.£^ v. XXII, 
pp. 236-239 (1884)1. 

2936.061; D6h. 

GIULIANI (Giulio). Alcune osservazioni sopra le funzioni sferiche di ordine 
superiore al secondo e sopra altre funzioni che se ne possooo dedurre. 
[G. B., V. XXVI, pp. 153-171 (1888)]. 

2937. D 6 h. 

GIULIANI (Giulio). Sopra certe funzioni analoghe alle sferiche. [G. J., v. XXV, 
pp. 203-218 (1887)]. • 

D 6 h. (Fidi n<> 2936). 

2938. D 6 i 

NICODEMI (Rubino). Intorno ad alcune funzioni piCi generali delle futulddi 
iperboliche. [G. B., v. XV, pp. 193-234 (1877)]. 

2939. D 6 i 

GIULIANI (Giulio). Sopra alcune funzioni analoghe alle funzioni dlindriche. 
[G. S., V. XXV, pp. 198-202 (1887)). 
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2940. E 1 a. 

1 {X) 

[G. B,y V. VI, pp. 16-23 (1868)). 

2941. E 1 a. 

LERCH (M.). Demonstration ^I^mentaire d'une formule de Raabe. \G. B., 
V. XXVI, pp. 39.40 (1888)]. 

2942. E 1 £ 

RE ALTS (Savino). Esercizio elementare sugriotegrali euleriani della prima 4pede. 
[G, B,y V. IX. pp. 34S-3S4 (1871)]. 

2943. E 3, E 5. 

BESSO (Davide). Sopra alcuni iategrali definiti. [G. B., v. X, pp. 1 19-127 

(1872)]. 

2944. E 6* 

FERGOLA (Emmanuele), MOGNI (Antonio), PADOVA (Ernesto). Quistioni 49 
e 50, e soluzioni. [G. B,, v, IV, pag. 318 (1866); v. V, pp. 57-62 (1867); 
V. VI, pp. 1 1 6-1 20 (1868)]. 

2945. E 5. 

FERGOLA (Emmanuele), PADOVA (Ernesto), RAJOLA (Luigi). Quistiorie 66, 
e soluzioni. [G. 5., v. V, pag. 124 (1867); v. VI, pp. 115, ii6*i24 (1868)]. 

2946. E 5. 

BESSO (Davide). Sull'integral seno, e I'integral coseno. [G. B., v. VI, pp. 313- 
323 (1868)]. 

2947. E 5. 

/ p sen"* X 
BESSO (Davide). Sull'integrale | — — *dx, [G. B., v. VII, pp. 210-212 

Jo * 

(1869)1. 

2948. E 6. 

BESSO (Davide). Sopra alcuni integrali doppii. [G, A, v. X, pp. 79-92 (1872)]. 

E 5. (f^edi n° 2943). 

2949. F*. 

RUBINI (Raflfaele). Teoria delle funzioni cllittiche. [G. B., t. I, pp. 33-40, 118- 
122, 140-147, 291.304 (1863)]. 

2950. P% G*. 

ARMENANTE (Angelo), JUNG (Giuseppe). Relazionc sopra trc corsi parallcli 
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dd professori Brloschi. Cremona e Casorati solla feeoclft ddk 
funzioni ellittiche, e abeliane. [G. B., v. VII, pp. 224-234 (1869)]. 

F. (F$di n? 5174). 

2951. FL 
BRIOSCHI (Francesco). Lezioni suUa teorica delle funziooi JacobUne ad on aob 
argomenta [G. 5.» v. II, pp. 8-12, 33-39, 129-134 (1864)]. 

TOGNOU (Oreste). Sulla funzione <r «. [G. S., ▼. XXV, pp. }67-}78 (1887)]. 
F a. (FW/ n« a9s8). 

2953. P6b, Oaoy. 

PACI (Paolo). Sopra alcuoe applicazioni geometriche delle funzioni ellittiche. 
[G. A, V. XII, pp. 97. (1874)]. 

2954. F 7 o, cad. 

TORELLI (Gabriele). lotomo agU integral! ellittid considerati come fnnzioot 
del modulo. [G. 5., v. XII, pp. 168-17$ (1874)]. 

295 5. F 8 £ 

PEANO (Giuseppe). Dcfmiziooe geometrica delle funzioni ellittidie. [(?. B^ 
V. XXVI, pp. 25S-2$6 (1888)]. 

F 8 g. (Fidi n« 3209). 

O. (F$di n'' 2950). 

2956. 1 o, D 3 g. 
JANNI (Giuseppe). Studii di analisi superiore. [G. B., v. XIV, pp. 321-346 
(1876)]. 

29s 7. oaj. 

MARTINI (Eligio). SulPintegrazione per approssimazione. [G. B., v. Ill, pp. 91-94 
(i86s)]. 

2958. O60, Fa, Hllc. 

PINCHERLE (Salvatore). Ricerche sopra una classe importante di funzioni mo- 
nodrome. [G, S., v. XVIII, pp. 92-136 (1880)]. 

2959. HI a. 

FERGOLA (Emmanuele). Sopra una proposizione elcmentarc di calcolo integrate. 
[G. B.y V. II, pp. 264-266 (1864)]. 
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2960. H 2 c, B 3 a. 

TORELLI (Gibriele). Contribuzlone alia teoria delle equazicni algebrico-diffe- 
renziali. [G. 5.» v. XXIV, pp. 280-289 (1886)]. 

2961. H 2 c p. 

CAZZANIGA (Pao!o)» Sulla fntegrazione delle equazioni algebrico-differenziali 
di 1° ordine e di 1° grado mediante funiioni a^gebriche* [G. B., v. XVIII, 
pp. 72-91 (1880)). 

2962. H 2 o p. 

BATTAGLINI (Giuseppe). SulPeqaailont differeniiale ellittioa. [G. 5., v. XIX, 
pp. 6s -7$ (1 88 1)]. 

H2cp. (fW/no 28$ 9). 

2963. H 3 b, R 4, R 7, R 8. 

GROSSO (Remigio del). SuITequazioni differcnziali che si presentano nei pro- 
blem! di meccanica. [G. £., v. I, pp. 119-15$, 203-208, 2$7-264 (186)); v. IV, 
pp. 243-277 (1866)). 

H 4. (K#ii n° )502). 

2964. H 4. 

RICCI (Gregorio). Sopra un sistcma di due equazioni differenziall lineari di cui 
Tuna 6 quella dei fattori integranti dell'altra. [C A, v. XV, pp. i3$-i$3 

(1877)1. 

296$. H5a, H12b. 
TRUDI (Nicola). Sulla determinazionc delle costanti arbitrarie negrintegrali 
delle equazioni lineari cosl difTerensiali che a differenie Unite (*). [G. S., 
V. VII, pp. 76-97 (1869)]. 

H 5 o. {^idi n^' 2889). 

2966. H 5 f, H 5 h. 

GIULIANI (Giulio). Aggiunte ad una memoria del sig. Kumnicr. [G, S., 
V. XXVI, pp. 234-2$o (i888)]. 

H 5 £ i^idi nO 29to> 
H 5 h« (K/i/ qo 2966). 

2967. H 6 b. 

PlTTARELLl (Giulio). Su di una equazione differenziale di primo ordioe a un 
numero qualunque di variabi'i. [G. B., v. XIII, pp. 323-327 (1875)]. 



(-) Eatr«tto d«l V. II dtgli Atti delU R. AccaJcmU di Scitoze fishh« e nattjuiticbe in Kapoli. 

R§»4. Circ. MaUm^ t. XI, ^lU a^*^Ulllfslo it 18 gemujo 1897. 4 
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2968. H 6 b. 

FAIS (Antonio). Intorno airintegrazione delle equazioni differcnziali total! di 
1° ordine e di 1° grado. [G. B,, v. XIII, pp. 344-351 (1875)]. 

2969. H 9 d, O 5 m. 

FRATTINI (Giovanni). Un esempio sulla tcoria dclle coordinate curvilinec ap- 
plicata al calcolo integrale. [G. 5., v. XV, pp. x-27 (1877)]. 

297a H 10 d. ^ 
GRANDI (Ago^tino). Di una formola nota che si pu6 dedurre da un teorema di 
Cauchy. [(?. B., v. VII, pp. 374-375 (1869)). 

297X. HlOdo. 
CAPELLI (Alfredo). Sopra I'integrale deU'equazionc alle derivate parziali di 
Laplace. [G. B., v. XXIII, pp. 123.157 (1885)]. 

2972. H 10 d Qc 

GIULIANI (Giulio). SuIIe fuozioni di fi variabili reali che soddisfano alU 

\G. B., ▼. XXV, pp. 109-114 (1887)]. 

H 11 a {Vtdi nO 2958). 

2973. H 12 a. 

STUONICKA (Francesco). Intorno al ca^coIo delle operazioni. [G, B., v. X, 
pp. 76.78 (1872)]. 

H12a. {yedi nS 2723, 2812). 

H12b. {Viii n'^ 2965). 

2974. I L 

SARDI (Giro). Teoremi di arltmctica. [G. B., v. VII, pp. 24.27 (1869)]. 

2975. IL 

BARILLARI (Giuseppe). Sulla divisibilitd dci nuiticri periodici, e suUa detcrmi* 
nazione dei periodi decimali. [G. S., v. IX, pp. 125-135 (1871)]. 

2976. 1 1. 

BUSTELLI (Antonio Maria). Sul concetto di proporziona^t^ nell'aritmetica gc- 
nerale. [G. B,, v. XIII, pp. 82-98 (1875)]. 

2977. I L 

TIRELLI (Francesco). Soluzione di una questione sui numeri fratti. \G. B., 
V. XVI, pp. 88-90 (1878)]. 
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2978. 1 1- 

ZANOTTI BIANCO (Ottavio). ProprieiA curiosa di alcuni numeri. [G. B., 
V. XXII, pag. $0 (1884)1. 

2979. II. 

GRUNWALD (Vittorio). Intorno airaritmetica dei sistemi numerici a base nega- 
tiva con particolare riguardo al sistema numerico a base negativo-decimale 
per lo studio delle sue analogic co!I*aritmetica ordinaria (decimale). [G. B.9 
V. XXIII, pp. 203.221 (1885)]. 

2980. 1 1. 

ANDREINI (Angiolo). Sopra una proprieti singolare di alcuni numeri dipen- 
dente dal sistema particolare di numcrazione nel qua'e sono scritti. [G. B,, 
V. XXVI, pp. 31S-326 (1888)]. 

2981. 1 1. 

GAMBIOLI (Dionisio). A proposito di una Nota del sig. A n d r e i n i. [G, B., 
V. XXVII, pp. 334.339 (1889)]. 

I L (Fedi ni 2720, 2869). 

2982. I a. 

SARDI (Giro). Sulle somme dei divisori dei numcrL [G. A, v. VII, pp. 112-115 
(1869)]. 

12 b. (K#it n'' 3036). 

2983. I 3. 

DINA (Carlo). Teorica delle congrucnze bimodulari. [G. B., v. XXI, pp. 234*269 
(1883)]. 

I 3. (K(fi/ ni 276$, 3034). 

2984. I 3 a. 

SARDI (Giro). Risoluzione dellc congrucnzc di 1° grade. [G. B., ▼• VII» pp. li$- 
116 (1869)]. 

29S5. I 3 b. 
GARIBALDI (Cesare). Nuova dimostrazione d*un teorema di Fermat [G. B.» 
V. XXVI, pp. 197.200 (1888)]. 

I 3 b. (Fidi n° 3092). 

I 4. (f^idi nl 2764, 3034). 

2986. 14 a. 
PIUMA (Carlo Maria). Nota intorno ad una proposizione nel la teoria dei on* 
mcri. [G. B., v. IV, pp. 34S-347 (i866)]. 



17 a. (F$di nO 2764). 

2987. 17 b. 

FRATTINI (Giovanni). Un teorcma aritmctica [G. B^ ▼• XVIII, pp. 169-376 
(1880)]. 

2988. I 8. 

JUNG (Giuseppe). Sopra a!cuni teoremi di Gaoss intoroo alia teorka della 
ripartizione del circola [G. B^ v. VI, pp. 674k> (1868)]. 

2989. 18 a. 

PASCAL (Ernesto). Gostruzioni geometriche dt tre poligooi regolari. [G. B^ 
V, XXV, pp. 82-96 (1887)). 

2990. I 9 b. 

LUGLI (Aurelio). Sul numero dei numeri primi da i ad ». [G. B^ ▼. XXVI, 
pp. 86-95 (i888)J. 

2991. 1 9a 

SAROI (Qro). Nota sul numeri primi. [G. B^ v. V, pp. 37I-J76 (1867)]. 

2992. 1 10. 

FER(K)LA (Emmanuele), SARDI (Qro), MOLA (Giacomo). (^.nistioiii s» ^ 7 
e solusioni. [G.B^ v. I, pp. 63-64 (1863); v. Ill, pp. 94-99i 190-201, 577-380 
(1865)]. 

2993. 110. 

FER(K)LA (Emmanuele). Sopra talune proprieti delle soluzioni intere e positive 
deirequazione a, -J- 2 «^ 4- 3 a, + . . . -f- n a, = «. [C A, v. I, pp, 328-334 
(i863)J. 

2994. 1 10. 

SARDI (Qro). Su Ulune serie ed applkazioni airarltmetlca. [G. B^ v. VII, 

pp. 237-31^ («^)1- 

2995. 110, B 4 h. 

CAPELLI (Alfredo). Sopra un problema di partizione in relazione alia teoria 
delle forme algebriche. [G. B., v. XIX, pp. 87-115 (iSSi)], 

1 10. (fVif ni 3024, 3485). 

2996. I U a. 

PIUMA (Carlo Maria). Dimostrazione di alcune formole del sig. L i o u T i II e. 
[G. B.f V. IV, pp. 1-14, 65-75, 193-201 (1866)]. 

2997. Ill a, 119 a. 

F£R(X)LA (Emmanuele), TORELLI (Gabriele). (^uistioni e ao^uakml [G. A, 
V. X, pag. 54 (1872); V. XVI, pp. 152-167 (1878)]. 
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2998. 1 11 a, 1 19 a. 

TORELLI (Gabrie^e), Sopra a'cune propricti numerfchc. [G, 5., v. XVI, pp. 15a. 

167 (1878)]. 

2999. Ill a, 111 b. 

CESARO (Ernesto). Suli'inversiooe delle identity aritmetiche. [G. 5., v. XXIII, 
pp. 168-174 (1885)]. 

30CX). 1 11 a, 1 11 b. 
CESARO (Ernesto). Gli algoritmi delle fiinzioni aritmetiche. [G. 5., v. XXIII, 

pp. 17S-181 (1885)1. 

» 

3001. Ilia, Illb, Bla. 

CESARO (Ernesto). Detcrminanti in aritmetica. [G. B., v. XXIII, pp. 182-197 
(i88s)]. 

3002. 1 11 a, 1 11 a 

CESARO (Ernesto). Medie ed assintotiche espressionl in aritmetica. [G. B.^ 
V. XXV, pp. I -14 (1887)]. 

3003. 1 11 a. 

CESARO (Ernesto). Intorno ad una classe di funzioni aritmetiche. [G. S,^ 
V. XXV, pp. 14-19 (1887)]. 

3004. 1 11 a, J 1 d. 

PASCAL (Ernesto). Sopra una formo!a numerica. [G. B^ v. XXV, pp. 45-49 
(1887)], 

1 11 b. {Fedi n\ 2748, 2999, 3000, 3001). 

1 11 a (y$di no 3002). 

3005. 112 b, 

GAMBARDELLA (FiIippo> Sul numero delle soluzioni intere e positive dell*e- 
quazione ax4-^^ + ^^ = ^> ^^^^ ^> K ^> ^ ^°o Qumeri Interi e positivL 
[G. B,t V, IX, pp. 262-26$ (187 1)]. 

3006. 1 12 b, P 4 o. 

J0NQ.UI£RES (E. de). £tude sur one question d'aoalyse ind^termin^ [G. B^ 
V. XXIV, pp. i-ii (1886)]. 

1 12 b. (Fidi ni 2722, 2919). 

5007. 1 13 b QL 

EUGENIO (Vito), Dimostrazione di un teorema nella teoria dei Domcri. [G. B., 
V. VIII, pp. 162-165 (1870)]. 



30 AlPttTOklO BIBLIOOlAFlCia 

3008. 1 17, 1 25 b. 
TIRELLI (Francesco), ANGELITTI (Filippo). Qacstione 35 c so!uzione. [G. JL, 

V. XIII, pp. 46, 98, 198.200 (1874)]. 

3009. 1 17 a. 
GENOCCHI (Ange*o). Dimostrjizione d*ua teorema intorno a1 prodotto <ra*CDiie 
somme di quadratL [G.B.^ ▼. II, pp. 47-48 (1864)]. 

30x0. 1 19 a. 
CALZOLARI (Luigi). Nuova soluzionc gcnera!e in numeri razioiuli delPeqni- 
zione tu* s^ a + hv + cv^ . [G. B., v. VII, pp. 177-192 (1869)]. 

301 1. 1 19 a. 

CALZOLARI (Luigi). Soluzione generate dcii*equazione jf* ss x} 4* ^ "h "• 4" 4 
[G. S., V. VII, pp. 3 1 3-3 so (1869)]. 

30x2. 1 19 a. 
CALZOLARI (Luigi). Nota suli'equaiione «' = ^x' ± Bjr* . [G. B^ ▼. Vm, 
pp. 28.54 (x870)l. 

3013. 119 a. 

MARCOLONGO (Roberto). SuII'ana isi indetcnninata di 2<» grade. — NoU I* — 
Nota II*. \G. B„ V. XXV, pp. X61-X73 (X887); v. XXVI, pp. 65-85 (1888)]. 

1 19 a. (Kfit ni 2997, 2998). 

3014. 119 b. 

PIUMA (Carlo Maria). Intorno all'equazione x*+/=^». [G. B„ ▼. XIX, 
pp. 3"-}i5 (i88i)l. 

30x5. 119 b. 

VARISCO (Dino). Ricerche aritmetiche contcnenti la diniostrazicne genera!e del 
teorcnu di Per mat. [G. B., v. XXVII, pp. 371-380 (X889)]. 

3016. 1 19 o. 
CALZOLARI (Luigi). Ricerca dei valori razionali di v che rendono un quadrato 

il polinomio 

[G. B., V. VII, pp. 3x7.350 (1869)). 

30x7. I 24 b. 
T(XjN0LI (Orestc). Intorno ad un problema della geometria elementare. (Da 
una memoria del sig. Adolph Hurwitz). [G. B., v. XXIV, pp. 354*363 
(1886)]. 



GIORNALE DI MATEMATICHB. 3t 

I 25 b. (Fedi n° 3008). 
J 1. (Fedi n° 2737). 

3018. J 1 c. 

FERGOLA (Emmanuele), PADOVA (Ernesto), TORELLI (Gabriele), BONOLIS 
(A'fonso). Quistione 32, e so'u/.ioni. [G, 5., v. IV, pp. 3 18*3 ^9, 361-365, 
367 (1866); V. V, pp. 30-31, 250.253 (1867)1. 

3019. J 1 c. 

FERGOLA (Emmanue'e), TORELLI (Gabriele). Quistione 5 3, e solurione. [G. A, 
V. IV, pp. 319, 368 (i866)]. 

3020. J 1 c, D 6 c e. 

FERGOLA (Emmanuele), SARDI (Giro). Quistione S7» e soluzione. [G. 5., 
V. IV, pag. 380 (1866); V. V, pp. 169-174 (1867)]. 

3021. Jlc, D 6ca. 

TORELLI (Gabriele). Sopra una divisibility enunciata dal Prof. Pergola, 
[G. B,^ V. V, pp. 250-253 (1867)]. 

3022. J 1 o. 

LEMOYNE (Giacomo). Intorno a un prob'ema di partizione sopra aicune fun- 
zioni simmetriche. [G. B., v. X, pp. 93-96 (1872)]. 

Jlc. (yedi ni 2744, 2750, 2792, 2917, 2930). 

3023. J 1 d. 

BONOLIS (Alfonso). Riccrca de* va'ori delle formole 

"'('f){'r)+Ct')CT')+-+C1::)('7*)| 

rict-)C7')+ct')('T')+-+{tt;)CT') 



(-••.I 



(«-*). 



[G. B., V. XI, pp. 233-243 (1873)]. 



3024. J 1 d, 1 10. 
MARSANO (Giovan Battista). Sul numero dellc combinazioni di data classc, 
fatte con una ccrta mo*titudinc dcg'i interi successivi, ed aventi ciascuna 
una somnia non maggiorc d'un limitc assegnato. [G. S., v. XIX, pp. 156- 
170 (1 88 1)]. 

3024 bis. J 1 d, 1 10. 
MARSANO (Giovan Battista). Sul oumcro 4elle combioaxiooi trc a tre dei sue- 



)a BIPmOIUO BIBUOOIUUFIQO. 

cessiyi intieri 1,1, 3 ...» 5, aventi d«Koni tiiu sautiu noo nuggioce 
di C O- [O. B.y V. XX, pp. 249.269 (1882)]. 

J 1 d. {Ftdi qO 30Q4). 

302$. Jldy. 
MOREKO (Giuseppe). Dlroostraiiooe d'an teorenu di Eisenstcin. [(?. A, 
V. XVI, pp. 174-176 (1878)]. 

J 2. {y$ii n« 3498> 

3026. J 2 e. 

GILETTA (Luigi). lotorno ai fondameoti del prindpio dei minimi qoadntl 
[G. B., V. XVIII, pp. IS9-I73 (1880)]. 

3027. J 2 e. 

PIZZETTI (Pao!o> A-cuns ricerche sulla probability a priori degli errori d*os> 
servaziooe. [G. B., v. XXVII, pp. 77.89 (1889)]. 

J 2 e. (Fidi n« 3472). 

3028. J 2 £ 

ZANOTTI BIANCO (Ottavio). Sopra un problenia di probabl!itd. [G. B^ ▼. XVI, 
pp. 169.173 (1878)]. 

3029. J 2 £ 

PIUMA (Carlo Maria> So!urione d'un problema elcmentare nel calcolo delle 
probabiHti. [G. B., v. XVII, pp. 360-372 (1879)]. 

3030. J 2 £ 

CESARO (Ernesto). Ellisse o iperbole? (Questioni di probabiliti). [G. B., 
V. XXII, pp. 44.46 (1884)]. 

3031. J2£ 

CESARO (Ernesto), DB MARCO (Gaetano). (^.uistioni 45, 50 e soluzioni. [G. B., 
V. XXIII, pp. 19, 230-232 (1885)]. 

3032. J 2 £ 

CESARO (Ernesto), DE MARCO (Gactano). (^.uistionl 53 « $s e soIuzicHiL 
[G. B., V. XXIII, pp. 79, 167, 377.378 (1885)]. 

3033. J 2£ 

CESARO (Ernesto). La rottura del diamante. [G. B., v. XXIV, pp. 124.127 
(1886)]. 

(*) QuMU I Ic coBtiotMiioiM delU nota preced«ate (n* joi^). 



GCORNALB 01 MATBMATICHB. )3 

3034. J 4, B 2, I 3, 1 4. 

JANNI (Giuseppe). Esposizione del la teorica delle sostituziorii (*). [G, B,, v. IX, 
pp. 280-340 (1871); V. X, pp. 193-205 (1872); V. XI, pp. 1-16, 71-85, 257- 
300 (1873)]. 

3035. J 4. 

JORDAN (Camille). Note sur la thtorie des substitutions. [G. £., v. X, pag. 116 
(X872)]. 

3036. J 4 a, I 2 b. 

CAPELLI (Alfredo). Dimostrazione di due propriety numeriche offerte dalla 
teoria delle sostituzioni cd osservazioni sopra le sostituzioni permutabili con 
una sostituzione data. [G. S., v. XIV, pp. 66-74 (1876)]. 

3037. J 4 a, J 4 b. 

CAPELLI (A!fredo). Sopra risomorfismo dei gruppi di sostituzioni. [G. B., 
V. XVI, pp. 32-87 (1878)1. 

3038. J 4 a. 

GRANDI (Agostino). Un teorema sulla rappresentazione analitica delle sostitu- 
zioni sopra un numero primo di elementi. [G, B., v. XIX, pp. 238-245 
(1881)]. 

3039. J 4 a Qc. 

CESARO (Ernesto). Alcune elementari propriety dei gruppi piCi volte transi- 
tivi. [G. B., V. XXII, pp. 47-49 (1884)]. 

J 4 b. (Fidi n* 3037). 

3040. J 4 o. 

CAPELLI (Alfredo). Intorno ai Valbri (fi una funiiohe linearc di pid variabili. 
[G. B., V. XIV, pp. 141-145 (i876)J. 

3041. J 5, Q i a, 2. 

LORIA (Gino). La definizione di spazio ad fi dimensioni, e Tipotesi df continuity 
nel nostro spazio, secondo le ricerehe di Giorgio Cantor. [G. B., 
▼. XXV, pp. 97-108 (1887)]. . . 

3042. J 11 a. 

PERGOLA (Emmanuele), MOLA (Giac(«no), SARDI (Ciro).^ Quisjionc 7, e so- 
luzione. [Gi B., v. I, pp. 64, 221-222 (1863); v. Ill, pp. 94-991 377-380, 
190-201 (1865)]. 



(•) Cfr. vP 30j$. 

Smd, Circ MoUm^ t. XI, paM ^/-i-Sti«|«lo tt «f .5 
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3045. K 1 a. 
DORNA (Alessandro). SuIIc trjsversaU nel triaogo^a [G. B., v. Ill, pag. 4 
(1865)1- 

3044. K 1 a. 

CESARO (Ernesto). Studio di trasversalL [G. B., y. XXII» pp. 240-242 (1884)]. 

3045. Klbp. 

MCX5NI (Antonio), TARLASCO (Antonio), ASCOLI (GiuIioX EUGENIO (Vito). 
Quistione 48, e soluzioni. [G. B., v. IV, pp. 293, 3$9-36o, (1866}; v. VH 
pag. 2S6 (1869)]. 

K a a. (fWi n^ 3084). 

3046. K 2 b, K 3 o. 

ARMENANTE (Francesco). Soluzioni di alcune questionl proposte iielI*BI«M- 
Honal Times. [G. S., v. XI, pp. 250-252 (1873)]. 

3047. K 2 o. 

TRUDI (Nicola). Intorno ad alcune propriety del cerchio dei nove puntL [G. A, 
V. I. pp. 29.32 (1863)]. 

3048. K 2 o. 

RAJOLA (Luigi). Tre teoremi sul cerchio dei nove puntL [G. B^ ▼. IV, 
pp. 238-239 (1866)]. 

3049. K 2 c, Q 1. 

FRATTINI (Giovanni). Un caso particolare del teoretna dei nove punti di 
Feuerbach. Sua general izzazione nella geometria non eucHdea. [G, B^ 
V. XVI, pp. 298.304 (1878)]. 

K2a (y$di n^ 3050, 3051, 3052, 3091). 

3050. K 2 d, K 2 c, L' 16. 

BELTRAMI (Eugenio). Sulle coniche di nove punti. [G. S., v. I, pp. 109-118 
(1863)). 

3051. K 2d, K2c, L'16. 

CASSANI (Pietro). Studio intorno alia conica dei nove punti c delle nove rette. 
[G. A, V. VII, pp. 369-373 (1869)). 

3052. K 2d, K2o, L'16. 

CASSANI (Pietro). Nota sulla conica dei 9 punti e delle 9 rette. [G. B., v. VIII, 
pp. 374-376 (1870)). 

3053. K2d. 

BARDELLI (Giuseppe). Relazioni mctrichc e di posizionc nel triangolo retti- 
Uneo. [G. A, v. XIV, pp. 241-262 (1876)]. 



ClORNAtE DI UATEMATICHB. ){ 

K 2 d. (Fedi n' 3091, 3155). 
K 3 C. (f^edi n° 3046). 
K 5 a (Fedi n« 3079). 

3054. K 5 d. 

MOLLAME (Vincenzo). Problerna di geometria. [G. B., v. V, pag, 370 (1867)]. 

• 

3055. K 5 d. 

PRESUTTI (Enrico). Propriety di a'cuni triangoli. [G. B., v. XXI, pp. 169-172 
(1883)]. 

3056. K 5 d, L' 15 £ 

PIUMA (Carlo Maria). Soluzione di un prob^ema proposto dal sig. Lucas. 
[G. B., V. XXII, pp. 17-28 (1884); V. XXVI, pp. 189-196 (1888)]. 

3057. K5d, L'16a. 

PIUMA (Carlo Maria). Intorno ai triangoli iscritti in un'ellisse che hanno il 
centro di gravity in un punto dato della sua superiicie. [G. B., v. XXIII, 
pp. 30.33 (1885)]. 

3058. K 6. 

LORIA (Gino). Studi sulla teoria delle coordinate triangolari, e suUa geome- 
tria analitica di un piano nello spazio. [G, S., v. XXIV, pp. 164-241 (1886)]. 

3059. K 6 a, L' 3 a. 

TRUDI (Nicola). Esposizione di diversi sistemi di coordinate omogenee. [G. B.» 

V. I, pp. 11-25, 47-S9» 148-158 (1863)]. 
« 

3060. K 6 a, L' 1 a, L' 1 a, V 9. 

BELTRAMI (Eugenio). Cenno Bibliografico della Mcmoria di Chelini Do* 
m e n i c o : a Sulla teoria dei sistemi semplici di coordinate e sulla discussiooe 
deU'equazione generate di 2°grado in coordinate triangolari e tetraednche*. 
[G. A, V. I, pp. 319-320 I1863)]. 

3061. K 6 a. 

D'OVIDIO (Errico). Sui punti, piani, e rette in coordinate omogenee. [G. 5., 
V. VIII, pp. 241-284 (1870)]. 

3062. K 6 a. 

D'OVIDIO (Errico). Sulle relazioni metriche in coordinate omogenee. [G. B^ 
V. XI, pp. 197.220 (1873)]. 

3063. K 6 a. 

D'ARCAIS (Francesco). Sui sistemi di coordinate. [G. A, v. XVI, pp. 18-2$ 
(1878)]. 



• ;i* 



J6 

KSwL (F$diD? 310$). 

3064. K 6 b. 
CASSANI (Pietro). G>ordiiute sferiche ooiogence. IG. B^ ▼. VI, pp. 81-96 
(1868)]. 

306$. K 6 b. 
lyOVIDIO (Errico). Alcuoe reladoni fn le motae disunie da pift panel. [G. JL. 
▼. IX, pp. aii-ai6 (1871)]. 

3066. K 6b. 

D*OVIOIO (Errico). Sopra alcune formole in coordinate di rette. [G. JL, v. X, 

pp. 33-36 (1872)!. 

3067. K 6 b. 

LEVI (Sitneone). Salic coordinate trigonafl [G. 5., ▼. XIV, pp. 3 $3*376 (1876)]. 

3068. K 6 b, U 10 a. 

OE BERAROINIS (Gioyanni> Le coordinate geodetiche ortogooali e le geogn- 
fkhe sulIa sfera c suli'ellissoide di roUaione. [G. B., v. XXVII, pp. 117*1539 
318-326 (1889)]. 

3069. K 7, Pla, Pl£ 

BATTAGLINI (Giuseppe). Teoria elementare delfe forme geometricfae. [G. A» 
V, I, pp. 1-6, 41.46, 97-I09. 161-169, 227.239 (1863)]. 

3070. K 7 d, B 4 £ 

CREMONA (Luigi). BATTAGLINI (Giuseppe). Quistioni 16, 17, 18, e solu- 
zionL [G. B.t v. I, pp. 280, 311-316 (1863)]. 

3071. K 7 d, K 7 e. 

CREMONA (Luigi), JANNI (Vincenzo), BATTAGLINI (Giuseppe). Qoistiooe 
28, e soIuzionL [G. B., v. II, pp. 30, 49-51, 52-57 (1864)]. 

3072. K 7 d, K 7 e. 

CREMONA (Luigi), BATTAGLINI (Giuseppe). (Quistioni 30^ 31 e soloaiooL 
[6. B., V. II, pp, 62, 186-190 (1864)]. 

3073. K 7 e. 

CREMONA (Luigi), BATTAGLINI (Giuseppe). Ciuistione 24, e soluzione. [G.B^ 
V. I, pp. 319. 369-378 (1863)]. 

K 7 e. (K(ttfi ni 2838, 3071, 3072, 3132). 

3074. K 8 a, K 13 c. 

MATTHIESSEN (Louis). Queiques th^orimes sur le quadrilatire. [G. B^ ¥. V, 
pp. 232-233 (1867)]. 



3075. K9a, KMb. 

C ASS ANI (Pietro). Intorno agli assi armonici di. an sistema di rette e di piaoL 
[G. A, V. IV, pp. u8ri5P (I«66)}-: . / . \ - 

3076. K 9 a. 

CESARO (Ernesto), DE MARCO (Gaetano). Quistioni 48, 54 e soluzioni. [G. B., 
V. XXIII, pp. 19, 79 (1885); V. XXIV, pp. 378-380 (1886)]. 

3077. K 9 a. 

CERTO (Luigi). Sui poligoni piani semplici. [G. B., v. XXIII, pp. 366-367 
(i88s)]. 

3078. K 9 a. 

CERTO (Luigi). Suirif-agono inscritto isoclino in un i»-agoao piano semplice 
dato. [G. A, V. XXVI, pp. 46-60 (1888)]. 

K 9 a. (fVif nO 3087). 
K9a(x. (fVi/nO ^^^^y 

3079. K 10 b, K 5 o. 

AFFOLTER (Fr. G.). Dimostrazione elementare della propriety che due triaii- 
goli polari d'un circolo sono in posizione prospettiva. [G, B., v. XI, pp. iio- 
III (1873)]. 

3080. K 10 a 

MAZZOLA (Giuseppe). Metodo elementare per calcolare speditamente valori 
prossimi del rapporto della circonferenza al diametro, e per trovare tanti 
termini quanti si vogliono delle serie circolari. [G. B., v. II, pp. 92-94, 
110-114 (1864)]. 

3081. K 10 o. 

CROCCHI (Leopoldo). Osservazioni e questione. [O, B., v. X, pp. 304-306 

(1872)1. 

f- • • . 

3082. KiOe. 

SERRA (Alberto); Cbstruzione del cerchio che taglia armonfcamente tre segmenti 
dati. [G. B., v. II, pp. 127-128 (1864)]. 

3083. K 10 a 

EUGENIO (Vito), FUORTES (Tarquinio). Dimostrazione di un teorema di 
Eulero. [G. B., v. VII, pp. 377-378 (1869)]. 

3084. K 11 a, K a a. 

GENOCCHI (Angelo), ASCOLI (Qiulio). Quistioni 58, 59 e soluzioni. [G. BL» 
V. V, pp. laa, X63-X65 (1867)]. 



3^ ilfipitftTbiuo BiBUdGiuPiob. 

3085. KUa 

INTRIGILA (Carme'o). Sui po'igoni iscritti e circoscritti contetnporaneatnente a 
due circonferenze. [G. B., v. XXI, pp. 325-542 (1883)]. 

K U d. (Fidi n^* 5095). 

3086. K 11 e, B 1 a 

CASS ANI (Pictro). Intorno ad un teorema del sig. £. Lucas. [G. B^ ▼. XIV, 

pp. 347-350 (1876)]. 

3087. K U e, K 9 a. 

FUORTES (Tarquinio). Ricerche geometriche sopra alcune proprieti dci sistemi 
dl rctte nel piano, e dei sistenii di circoli che passano per un punto sul 
piano o sulla sfera. [G,B.* v. XVI, pp. 91-107 (1878)]. 

5088. K 13 a. 
STAMMER (Guillaume). De la plus courte distance entre deux droites dans 
I'espace, et d*un cas particulicr d*une fonction de deux variables ind^pen- 
dantes dont le rapport a une limite ditermin^ [G, B., v. V, pp. 236-239 
(1867)]. 

3089. K 13 a. 

BELTRAMI (Eugenio). Sulla minima disunza di due rette. [G. B., v. V, pp. 351- 

354 (1867)]. 

3090. R 13 a. 

VALERIANI (Valeriano). Del piano, sua defmizione, assioma del piano clevato 
a teorema. [G. B., v. VII, pag. 376 (1869)]. 

3091. K 13 o, K 2 d, K 2 o. 

BELTRAMI (Eugenio). Estensione alio spazio di tre dimcnsioni dei teoremi re- 
lativi alle coniche di nove punti. [G. B., v. I, pp. 208-217, 554-360 (1863)]. 

3092. K 13 o, I 8 b, I 2 b. 

MOGNI (Antonio). Esercitazioni matematiche : I. Di una proprietii del tetraedro. 
— II. Di alcuni teoremi aritmetid. — III. Sopra 11 numero dei divisor! di alcuni 
interi. [G. A, v. XIII, pp. i$o-i$4 (187s)]. 

K 13 a (Fidi D? 5074). 

K 14 b. iFedi n? 3075). 

3093. R 14 f. 

JANNI (Vincenzo). Dimostrazione di un teorema di geometria elcmentare. [G. B., 
V. VI, pag. 371 (1868)]. 



3094. K16, K17. I-'ag. 

CASSANI (Pietro). Saggio cicmfnure £ g oau et iU JeU aesa. [G. JL, t. IT, 

pp. 15-3^. 1 31-149. a»J-»J7. }7}-3*> (186^ 

K 17. (r«ir n"" 309«X 

309$. K18e, Knd. 
MOLLAME O'incoun). Tcorcim di geaoKtria. [G. JU ▼. IX, 64-67 (xSi^l- 



3096. K 20. 
MALAGOLI (R.X NANXEI (Ennco). Le kxmoit ^mimnm'i ^tz 

metria delU ellissL \G. JL, t. XXVII. pp. 60-76 (xtt9>> 

K 20. (FM ns 2740^ 5481X 

3097. K 20 a. 

DI LEGGE (Alfonso). Fonno'e rclatirc al se«> e coscao idla jooxaa irga 

archl [G. B., ▼. IX, pp 377-J79 (x»70> 
K20£ (r«j; n"" 287S). 

3098. K 21 b. 

GARBIERI (GioTanni). Triseziooe dai'aagola [G. A. t. XV, p?. iii-xxi 

(1877)]. 

K 22. {Vtdi fi? 3SOI). 

K 22 a. (Viii n"" 5496X 

K22d. {Vedln'' 3104X 

3099. K 23 a. 

UGLIENI (Marco) (^ I principu dzVz prospcttiTa lincare secondo Taylor. 

(G. B., V. ra, pp. 33S.343 (1865)]. 

3100. K23a, Pldt 

REGIS (Domenico). Sopra un'applicazkmc dci principii di oiiio!ogla a!!a prospct- 

tiva. (G. By V. VIII, 1^1^. 222-225 (1870)]. 

3101. K23a. g v^ 
MOGNI (Antonio). Sulla prokaionc ccntralc [G. B., v. XIII, pp. i86-i97 C» 75;j- 

K23a. {V€M n<> 3104). 

3102. K28c. 

PANTANELLI (Dante). Discgno assonometrico. Dctcrmiiii**''' 

(*) Atugnunnu. 



4d tii^itiMto uBUbokunm, 

litica dei coeffidentl di riduzione deiruniti degfl dtti coordM^ti in funziooe 
dei lati del triango*o traccia del piano dl projezkMle so! piani coordinatL 
[G. B^ V. VIII, pp. 161-165 (1870)]. 

3103. K28a 

F. N. Del cambiamento dd piani coordinati nel cietodo delle proiezkmi azooomt- 
triche. [G. B.t y. XII» pp. i $4-160 (1874)]. 

3104. L\ K22d, K28a, V7. 

CREMONA (Loigt). Noti^ia bib!iografica solle: cCEnvres de Desar|;iies 
r6unies et analysto par M. Pondra» C> \fi* ^ v* ^U PP^ ii^-isi 
(1864)1. 

310$. L\ K 6 a. 
D'OVIDIO (Errico). Nuova esposizione della teoria genierale delle canre di 
a® ordine in coordinate trilineari. [G. B^ V. VI, pp. 46-66, 190-2x6, a59-iS3 
(1868); ▼. VII, pp. 1-16 (1869)]. 

3106. L'la. 

JANNI (Vincenio). Teoria geometrica delle curve del 2® ordine. [(?. B^ ▼. I, 
pp. 7-10, 77-81 (1863)]. 

L> 1 a. (FM n^" 3060). 

3107. L'lb. 

DEWULF (fidouard). Note sur les d^roonitrations de deux thtor&mes donnto 
par M. Cremona dans ses 6UmenU de Giomitrie Projiclive, [G. B.p v. XIII, 
pp. 168-169 (187s)]. 

3108. L'lo. 

JANNI (Vincenzo), BATTAGLINl (Giuseppe). Quistione 13, e soluzione. [G.B^ 
V. I, pp. 224, 369 (1863)]. 

3109. L'lo. 

HESSE (Otto). Cicio di equazioni fra deterrainanti. (Generalizzazione analitica del 
tcorema di Pascal) (^> [G. 5., v. XI, pp. 309-317 (1873)]. 

311a L'la 
AMODEO (Federico). Teorema di geometria proiettiva. [G. B„ v. XVIII, 
pp. is-i6 (1880)]. 



(*) Estntu cUgH AaiuiU di Mfttrm. port ed appHcAU. 

(**) Estrttto JaIU ditseruziooi dell* R. AcctdemU Bat trest . Traioxloae d«l Dr. Valeri «ai 
V ft I f r i ft Q o. 



I.' 1 a (lUr n"" 1190). 

5111. L'lcx. 
J ANNI (Vincenzo). Sa!U iKiririone abbreriau applicatt al teoteau di Brian. 
choQ. [(r. 3^ ▼. U, ppu 2$3-2$5 (1864)]. 

la' Id. (Fc£ ni fill, 3X3SX 

3in. la'li; la'ld, BlOd. 

BATTAGLINI (Giasqipe). SoKe fonne binarie dd primi qaattro gradi apparte- 
nenti ad una fonna teniaria qoadratica. [G. JL, ▼. V, pp. 39-56 (1867)]. 



3113. L'li; BlOboc. B7a, B7( I.'17, I.* 20. 

PITTARELLI (Gia!io> Le conkhe e le forme biiurie qaadratiche e cabidie. 
[G. B^ V. XXI, pp. 19-49 (1883)]. 

3ii4.I«'li: B7a. 

PITTARELLI (Gialio). Gli elementi imaginiri ddle forme binarie caliche. 
[G. B., V. XXIH, pp. 368-373 (188s)]. 

L* 2. (r«dk- nO 2863). 

3115. L'2a. 

JUNG (Giaseppe). Intomo alia dimostrazione di un teorema fondamentale della 
teoria de' po!i e poUri nella Geometria projeUiva del prof. L. Cremona. 
[G. B., V. XIV, pp. 139-140 (1876)]. 

3116. L'2b, L>10, L*I1. 

CREMONA (LuigO, BATTAGLINI (Giuseppe). Qoistione 2$, e soluzione. [G. B., 
▼• I| PP- V9f 369-378 (1863)]. 

3117. L'2o. 

D'OVIDIO (Errico> Dimostrazione d'un teorema del Capitano F a u r e. [G. B., 
V. I, pp. 28-29 (1863)]. 

3118. L'2o. 

D'OVIDIO (Errico). Alcune loca'i. [G. B., v. I, pp. 265-270 (1863)]. 

31 19. L'2a 

PIETROCOLA (Carlo). Sopra alcune proprieti di due triangoli reciproci rispetto 
ad una conica. [G. B., v. XXV, pp. 183-197 (1887)]. 

L' 8 a. (Fkdt* n^" 3059). 

3120. L' 8 b. 

BATTAGLINI (Giuseppe), cd X. Quistione 1, e soluzione. [G. B., v. I, pag. 63 
(1863); V. II, pp. 30-32, 158-160 (1864)]. 

Raid. Ore. Malm^ u XI, pant 2^— Stamptto il 23 gcnnajo 1897. 6 
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3121. L' 80, R2a 

CROCCHI (Leopoldo). Sopra gli assi e i raggi vettori nclla ellissc [G. B^ 
V. XII, pp. 375-378 (1874)]- 

L'7d. (Fedin'' 3135). 

3122. L'8b. 

AMODEO (Fcderico). Fasci di omografie binarie c rapprcsenUiionc geometria 
degli elcmcnti imaginarii. [G. B., v. XXVI, pp. 363-368 (1888)]. 

L'9. (Fidi n« 315 1). 

3123. L' 9 a. 

CREMONA (Luigi). Area di un scgmcnto di sczione conica. [G. 2^., v. I, pp. 360- 
364 (1863)]. 

L' 9 b. (Fidi n^* 3485). 

3124. L' 9 c. 

PACI (Paolo). Sopra un*applicazione geometrica della teoria delle fuiuiom ellit* 
tiche. [G. S., V. XII, pp. 93-96 (1874)]. 

L'lO. (F$di qO 3 1 16). 

3125. L'lOd. 

CERRUTI (Valentino), PITTARELLI (GiuMo), CAPORALI (Ettore). Que- 
stione 20 e soluzione. [G. B., v. X, pag. 362 (1872); v. XI, pp. 1 12-115, 
Ii6-i20 (1873)]. 

3126. L'lOd. 

RETALI (Virginio). Sopra una proprieti foci'c de'.la parabola. [G. B., v. XXII, 
pp. 217-220 (1884)). 

L'lL (Fedi nO 3 116). 

3127 L*12, N4 2h. 
CREMONA (Luigi). Rivista bibliografica. Sulla teoria delle conichc (•> [G. B^ 
V. Ill, pp. 60-64, XI 3-120 (1865)]. 

3128. L'12a 

BATTAGLINI (Giuseppe), JANNI (Vincenzo). Quistione 3, e soluxione. [G. B^ 
V. I, pp. 63, 336-357 (1863)]. 

3129. L'12c. 

FUORTES (Tarquinio). Sulle curve e sulle superficie di 2^ ordine, che dividono 
dati segtnenti armonicamentc. [G. B., v. X, pp. 98-102 (1871)]. 

(*) Eftrttto cU^U AaQ4li dt Mttraiatiai purt ed tppHctit. t. VI. 
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513a L>15£ 
CROCCHI (Lcopo'do), PITTARELLI (Giu'io), CAPORALl (EMorc> Quistionc u 
e soluzione. [G. B., v. X, pig: 36t''(iB72X ▼• XI> pp. 43, 112*115, 1 16-120 

(1873)]. 

3131. L'16. 

DEL RE (Alfonso). Obbliqae e circo^i oscuUtori al!e coniche in relazione tra loro 
ed in relazipne coa altri eletncoti geometrici di cai sono casi partiqolaii. 
[G. A, V. XXII, pp. 75-117 (1884)]. 

L^* 18. {FM ni 3050, 3051, 3052). 

3132. L'16a, K7a 

CREMONA (Luigi), BATTAGLINI (Giuseppe). Quistione 23, e soluijpne. [G. B., 
V. I, pp. 319. 369-378 (1863)]. 

3133. L'16a. 

DESARGUES, JANNI (Vincenzo), BATTAGLINI (Giuseppe). Quistione 29 e 
soluziom. [G. B., v. II, pp. 30, 49-51, 52-57 (1864)]. 

3134. I-' 16 a, LM4a, K 9 a a. 

SIACCI (Francesco), CAPORALl (Eitore), PITTARELLI (Giulio). Quistioni 23, 
24, 25, 26, 27, 28, e soluzioni. [G. B., v. XI, pp. 121-122, 191-196 (1873); 
V. XII, pp. 78.89 (1874)]. 

3135. L' 16 a, L'ld, L>7d. 

VERONESE (Giuseppe). Teoremi e costruzioni di geometria proiettiva. [G. B.» 
V. XVII, pp. 172-182 (1879)]. 

3136. L' 16 a, L'17e, OL 

FAZZARI (Gaetano). Alcuni teoremi di massimi e minimi relativi alle coniche. 
[G. B., V. XXV, pp. 305.307 (1887)]. 

VlBfu (Fedi ni 3057, 3167). 

3137. L> 16 b. 

GENOCCHI (A|ige!o)» ASCQLI (Giu*so). QuUtionc 61 e so!uzione. [G. E, v. V, 
pp. 122, 378.380 (1867)]. 

3138. L' 16b, L>17a 

ASCOLI (Giulk>> Ujb tq^rema di geometria c la soluiiooe ddlt 40k 
[G. B., V. V, pp. 378.380 (i867)J. 
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3139. L* 17, BlOd. 

ROMANCE (L.), BATTAGLINI (Giuseppe). Quistioni 19, %a, 21, %2, c solu- 
zvoidL [G. B., v. I, pp. 318*319, 369-378 (1863)]. 

3 14a L* 17. 

D'OVIDIO (ErricoX Problem! salle cooiche. [G. B^ y. U, pp. $8-6a (1864)]. 

3141. L'17. 

BELTRAMI (Eugenio). A!cune fonnole per la teoru elemenure delle cooiche. 
[G. A, ▼. IX, pp. 341-344 (>87x); V- X, pp. 47-48 (1872)1. 

3142. L'17. 

BATTAGLINI (Giuseppe). NoU sul rapporto anarmonico seziooale e tangenitale 
delle coniche. [G. B., v. XII, pp. 193-200 (1874)]. 

L«17. (Fidio? 31 1 3). 

3143. L'17a. 

CASS.ANI (Pietro). Sul triangolo conjugato di doe cooiche. \G. B., ▼. VIH, 
pp. 200-20I (1870)]. 

3144. L' 17 a, L>181i. 

MONTESANO (Domenico). Su doe teoreoii foodamentali di geometria projettiva. 
[G. B., V. XXIII, pp. 285-287 (1885)]. 

314$. L* 17 b, LM7a 

D'OVIDIO (Errico> Solle Ilnec e soperficie di 2® ordioe rispetto a coi doe date 
lioee o soperficie di 2® ordioe sooo polari redproche. [G. B., v. X, pp. 313- 
319 (1872)1. 

3146. L> 17 b, L*18a 

CROCCHI (Leopoldo). Sopra le coniche polari reciproche od fasd di cooiche. 
[G. A, V. XIV, pp. 83-92 (1876)]. 

3147. L'17d. 

TRUDI (Nicola). Soi teorcni del P o n c e I e t relativi ai poligooi iscritti e dr- 
coscritti alio coniche. [G, A, v. I, pp. 81-90, 125-126 (1863)]. 

3148. L' 17 e, L'2g. 

BATTAGLINI (Gioseppe), ed X. Quistioni 14, 15, e solozioni. [G. A, v. I, 
pag. 256 (1863); V. II, pp. 30-32, 158-160 (1864)1. 

3149. L' 17 e, L>19d. 

D'OVIDIO (Errico). Nota sopra doe teoreni del sig. M a o o h e i m. [G. B^ 
V. VII, pp. i07*iii (1869)]. 



315a L'17e. 
ANONIMO. Sopra doe qoestiooi del S a 1 m o n nel Trattato delle coniche. [G. B^ 
V. VII, pp. as4-a5$ 0^)1 

31SX. I417e, L'9. 

TANO (Floresuiio> Un teorema di geometm. [G. B^ v. IX» pig. 151 (1871)]. 

3i$a. L'17e. 

SCHR'dTER (Enrico). Teoremi relattvi alle cooiche iscritte, circoscritte e conio. 
gate. (Traduaione-del Dr. Gaetano Fazzari). [G. JL, v. XXII, pp. 262- 
>7i (1M4)]. 

3153. L'17e. 

FAZZARI (Gaetano). Alcone relazioni fra i semiassi delle coniche. [G. B., v. XXm, 
pp. X98-302 (1885)]. 

L«17e. {Fidi ni 313d, 3138, 3337X 

L« 18. {FuU n« 3176). 

VIBh. (F$di n? 3144). 

3154. V 18 a 

DE* ROSSI (Goido). Sulla locale dei centri delle coniche chc toccano due rette 
e passano per doe pontL [G.B.t v. VII, pp. 174-175 (1869)]. 

L'18a (fWt n^" 3146). 
V 19. (K«dt n<> 3163). 

3iS$. Ii*19d, K2d. 

GENOCCHI (Angelo), ASCOLI (Giulio), PADOVA (Ernesto). Quistioni 60, 62, 
64, 65 e soIuzionL [G. B.^ v. V, pp. 122-124, i6$*i6% 178-181 (1867)]. 

IV 19 ±iFidiii? 3149). 

3i5&L*20o«, M'Bg. 

TRUDI (Nicola), GAMBARDELLA (Filippo), ALLOCATI (Alessandro), REO 
CHIA (Gaetano), CREMONA (Luigi). Quistioni 8, 9, 10, ti, t2, e solu* 
zionL [G. B., v. I, pp. 91, 190-193, 254-2$6, 317-318 (1863)]. 

L* . iFsdi n*> 3274). 

3157. L*l, L*2, L*3, LM, L*5, L*8p L*7, L'OL 

PITTARELLI (Giulio). Osservazionl sulle quadriche in coordinate di pianL [G. B., 
V, Xm, pp. 204-225, 298.322 (1875)]. 



4$ kfiPiftTouo »nii.iOGaA^i6^ 

L* 1 a. (F$di n<> 3060). 
L* 2 g. (Fedi n° 3 148). 
L* 8 a. iFuU Q? 2864). 

3158. L' 4 a. 

BATTAGLINI (Giuseppc> Quistionc di Gcomctria. [G. A, v. V, pag. 192 
(1867)]. 

31^9. L'41>. 
BATTAGLINI (Giuseppe), ed X. Quistionc 2, e soluiionc. [G. A, y. I, pag. 6} 
(1863); V. II, pp. 30-32, 158-160 (1864)]. 

L*5. (fWi n« 3x57). 

L* 8. iFidi n<> 3157). 

316a L*8b. 
BELTRAMI (Eugenio). Soluzione d'un probletna relativo alle superficie di se- 
cond'ordine. [G. B., v. I, pp. 68-73 (1863)]. 

L* 7. (Fidi n* 3157, 3407). 

3161. L*7a, R4a. 

CAYLEY (Arturo), D'OVIDIO (Errico), TORELM (Gabriele), BATTAGLIN? 
(Giuseppe). Quistione 45, e soluzioni. [G. A, v. Ill, pag. 320 (iS6j); v. IV, 
PP- 54-64, 93-9S (1866)). 

3162. L'7a. 

MOGNI (Antonio). Di una proprietii deiriperi)oIoide. [G. B., v. iV, pp. 321-326 
(1866)]. 

3163. L* JO, t«19. 

MAGLIOtX (JFoTiupsLto), SWla teoria delle quadricbc Qmofocali dal punto di visu 
sintetico. [G. B., v. XVI, pp. 305-340 (1878)]. 

L* U b. 'Fedi nO 3466). 

3164. L'Ud. 

LYME RYEW (M.). SuIIe linee di curvatura delle superficie di secp^d'ordine. 
[G. B., V. XI, pp. IXX-112 (1873)]. 

L*Ud. iFedin'' 3x76). 

L* 18 b. (Fedi n« 347x> 

3165. L' 14 a. * 

D*OVIDIO (Errico). Sopra un problcnu ^i geoi^eCria. [G. fi.^ v. f^ pp. 183-186 

(X863)]. 
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3166. LM4a, VSb. 

CA5SAHI (Pietro)L La qmdfica da 4oiad poati e rSoercbe dse > sc co:!€|wa 
l(?. A, V. XVn, Fp. 102.217 (1879)). 

3167. LM4 a, I.' 16 a. 

DEL R£ (Alfonso). La qnadrica da dodid pvnii e la yiadrirj dd 4i3&i pianL 
[G. B^ ▼. XXa, pp. 221-25S (iS&i)]. 

L'Ma. (lUf n** 3134). 

3168. L' 17 a, L'iTk 

STAMMER (Gnillaanie). Recherches sor !es sarfaces da second degri, qoi se 
coupent suhrant deox coarbes p.anes. oa qui soot cnreloppjcs par denx 
ctaes commana. [G. &, ▼. VI, pp. 153-16$ (186S)). 

L'171i. (r«£ii<> 3i6S> 

L«17a (FeJin^ 3145). . 

3169. LM7d. 

JANNI (Vuicenzo). Dei diametri conjngad paralle!! nel sistcma di due superficie 
di 2^ grada [G. B^ ▼. I, pp. 223-224, 280-282 (1863)]. 

3170. L* 17 h. N«li, ITlj. 

ASCHIERI (Ferdinando). Sopra ana corrisponJcnza di rette fra loro e di punti 
iii !oro. [G.B^ v. XIII, pp. 328-336 (1875)]. 

3171. L*18. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Noti sal rapporto aairmonico seziona'e e tangenzia!e 
delle quadriche. [G. A, v. XII, pp. 266-276 (1874)]. 

L*19a (F^d^no 3376). 
h^ 20. (F$di o? II 1 1). 

317a. L*2L 
CASSANI (Pietro). Sopra alcune propriety dele quadriche. [G. S., v. XIV, 
pp. 146-150 (1876)]. 

L*2L (fVi«n« 3157). 
L«21a. (F««no 3338). 

3173. BT*, V9. 

RUBINI (Raffaele). Bibliografia. Sulla Introduzione ad uni tedria geomctrica 
del le curve piane pel Dr. Luigi Cremona. [G. B., v. I, pp. 95-96 
(i86j)]. 
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3I74-1P. li*. F. D8. B4. 

D£ BERARDINIS (G.), FUORTES (Tarquinio). Relazione dd^ corsi di geome- 
tria superiore, e d*ana!i$i superiotr nella R. University di Napo!t aegli 
anni 1870-1871. [G. A, ▼. IX, pp. 2}y%$B (1871)]. 

317$. BFla, P4a 
BERTINI (Eugenio). Solle carve raiioiuU per le qaali si possooo assegnare 
arbitrariamente i punti multtpIL [G. B., v. XV, pp. 329-335 (iSjy)]. 

3176. M> Id, L*18, L*7d, L*Ud. 

WEYR (Emi'io), IS6 (Ernesto), CROCCHI (Lcopoldo), CASSANI (Pietro), 
RYEW (Lyme). Quistioni 6, 7, 8, 9, e soluzionL [G. B^ v. X, pp. 189, 
236-239, 294 (1872); V. XI, pp. 111-112 (1873)). 

3177. IFld, K>la 

FIERI (Mario). Sopra alcuni problemi riguardanti i fasd di curve e di super- 
fide algebriche. [G. B., v. XXIV,* pp. 13-22 (1886)]. 

3178. IF IL 

ASCOLI (GiuIio> Alcnni teoremi sopra le carve piane algebriche. [G. B^ v. V, 
pp. 3S8-366 (1867)]. 

3179. IT 2. 

TOGNOLI (Oreste). Le funzioni algebriche studiate geometricamente. [G. H, 
V. XXII, pp. 308-331 (1884); V. XXin, pp. 247-262, 34S-365 (1885)]. 

318a M' 2 a. 
WEYR (Erailio). Intorno alle invo!uzioni di grado qualunque. [G. B., v. X, 
pp. 165-169 (1872)]. 

M' 2 a 0. iFidi ni 2804, 2838, 2839).^ 

3181. BF2ap, Blc 

RETALI (Virginio). Sui sistemi di punli in linea retta. [G. B., v. XXI, pp. 16- 
18 (1883)]. 

3182. IF 2 b. 

BERTINI (Eugenio). Nuova dimostrazione del teorema : « Due curve punteggiate 
projettivamente sono dello stesso genere p ». [G, B^ v. VII, pp. 105-106 
(1869)]. 

3183. M' 2 h, Mild. 

TOGNOLI (Oreste). Sulla teorica ddla involuzione. [G. B., v. XX, pp. 270-286 
(1882)]. 
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3184. M'Sd. 
BELTRAMI (Eogenio). Di alcune proprieti generali delle curve algebriche. 

[G. m V. iVp pp. 76^2 (1866)]. 

3i3s. IF 8 J «. 

SALVATORE-DINO (Nico!a). Teorema suUe curve algebriche. [G. B., v. I» 
pp. 217.218 (1863)]. 

3i86.M*4ap M34a. 
f 66KOir (Orelt^. Dtffc tebi'enii safla genehuddiie del!e curve razidHafi. [0. A, 
T. XII9 pp. I36.I4I (1874)]. 

3187. ir4a, M54«. 

tOdNmi (drefte).' SuITi g^teirfbti^ dtlli carve raikitiall (Tordin^ paH, mfc- 
diante serie projettive di cerchi^ sfere, [G.Bf v. Xtl, pp. i6i*x67 (iS74)]* 

IF 4 •. (fVii n^" 2804). 

3188. IF 8^ 

CREMONA (Luigi). Considerozioni sulle curve piane del terz'ordine, colle solu* 
fioni delle question! 26 e 27. [G. B., v. II, pp. 78-85 (1864)]. 

m 

3189. IF 8 a. 

WEYR (Emilio). Sulle curve piane razionaii del terz'ordine. [G. B., v. IX» 

PP- I45-I47 (1870]- 

3190. M> 8 a, M>6a, L>ic, P4b. 

AMANZib (Domenico). Alcune proprieU delle curve di 3^ e 4° ordine. [G. B., 
V. XIV, pp. 48.53 (1876)]. 

3191. M'Sa. 

ANELLI (Pompeo). Sopra le curve piane del terz'ordine coo on punto doppio. 
[G. B^ V. XVI. pp. 364.37^ <i878)J. 

3192. M' 8 a, MS 8 a, Q 2. 

ZECCA (Giovanni). Sopra una classe di curve razionaii. [G.*A, ▼• XXV, pp. 333. 
^^f (1887)]. 

3193. M' 8 a. 

CERTO (Luigf). Sulle forme di terzo grado generate da due fbhne elementari 
pniSdItivc dl p^iii6 b di secohdo grado df on piano o dlniia Stella. [G» A, 
v; XXVI, pp, 41-^^ (1888)]; 

3194. M'8a, B7£ 

TCMIELU (GiWfiKe). Sti V|ualcbe proprieU deTTef curve piane del teti^otme 
fimute d*aB punio dort>io. [G. J!.» v. XXVI, pp. 172-177 (1888)); 
RmU. Circ HoUm^ X. XI, parte 2\— Sumpato il 27 gennajo 1897. 7 
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IF 5 a. {y$ii n^" 38q4> 

3195. IF Bb. 

INTRIGILA (Cannelo). Studio geometrico suiripodcloide tricuspide. [G. B^ 
V. XXIII, pp. 263-284 (1885)]. 

IF 6 b. (K«tf n^" 3207). 

3196. M'6oa. 

WEYR (Emllio). Alcuni teoremi intomo alia «/<m/# <I no^^. \G. A» v. IX» 
pp. 2S9-a6i (1871)]. 

3197. M'6d. 

TOGNOLI (Oreste). Sopra un inodo di generazione delle curve piane di terz'o^ 
[^dlne. \G. B., v. XI, pp. 378-380 (1873)]. 

3i98.M>BeS, M>6ip. 
CREMONA (Lulgi), D'OVIDIO (Errico), SALVATORE-DINO (Nico'a). Qui- 
stioni 41, 42, e so^uzioni. [G. B., v. II, pp. 256, 317-319, 319-320 (1864)]. 

3199. M'6e8. 

TORELLI (Gabriclc). Un teoreraa sulle curve del 3«» ordine. [G. B., v. XXVI, 
pp. 327-328 (1888)]. 

M'Sg. (r«if n^" 3156). 

3200. BFSgo, P4b, P4d, P4£ 

MARTINETTI (Vittorio). Ricerche sulle curve piane del terzo ordine. [G. B^ 
V. XXIII, pp. 37-47 (1885)]. 

IF 51 p. (F$di n? 3198). 

3201. M' 5 i Y. 

SALVATORE-DINO (Nicola). Sulle curve di terzo grado. [G. B., v. I, pp. 334- 
336 (1863)]. 

3202. IF 6 i r- 

D*OVIDIO (Errico). Sulle curve del 3^ ordine circoscritte ad un quadrilatero 
completo. [G. B., v. X, pp. 16-32 (1872)]. 

3203. M' 5 b. 

SYLVESTER (James Joseph), CREMONA (Luigi), BATTAGLINI (Giuseppe). 
Quistione 27, e soluzioni. [G. B., v. II, pp. 29, 78^$, 86-91 (1864)]. 

3204. M' 6 b. 

BRIOSCHI (Francesco), D'OVIDIO (Errico), SALVATORE-DINO (Nicola). 
Quistione 40, e soIuzionL [G. B., v. II, pp. 256, 317-319, 319*320 (1864)]. 



)>o$. IF 6 J. 
SYLVESTER (James JoscphX CREMOXA (Lsir^ BATTAGLDCI (GiascppeX 
D'OVIDIO (Errico), SALVATORE4>IXO (Sicoj)L Qoistiooe 26, e sohi- 
«ionL [G. B^ ▼. II, pp. 29* yS-Sj, 86-91. 104-109 (1864)). 

3206. IF 61c 

SALVATORE-DINO (Nicola). Salle curve di teno ffndoL [G. JL, ▼. 1, pp. 187. 
. 190 (1863)1. 

3207. IF 6k, M>6b. ^6111 

BATTAGUNI (Giuseppe). Sopra oiu canra di tcna classe e di qiurt*ordiiie. 
[G. 3., V. IV, pp. 214-232 (x866)]. 

IF 6 Ic (FAtf n'» 3209). 

BF6a. iFgdin" 3x90). 

IF 6 bi (lUr ni 3207, 326XX 

3208. IF 6 b «. 

CHINI (Mineo). Una propriety do!!c lemniscate di B e r n o o 1 1 L [G. IT., ▼. XXV, 
pp. SI-S3 (1887)]. 

3209. M>6h, M'6k, F8g. 

PITTARELLI (Giulio). Lc lumache di P a s c a 1.— Nou I, Nou II. [G. B^ v. XXI, 
pp. 145-168, 173*212 (1883)]. 

3210. M' 6 L 

SARDI (Giro). Nota su ona rete di biqaadratiche. [G, A, v. VI, pp. 217-238 
(1868)]. 

M> 6 L (F«tf 1102853), 

3211. IF 7 a. 

FRATTINI (Giovanni). Equazione di certe curve del quint'ordine. [G. B., v. XVI, 
pa«- 377 (i87«)l- 

3212. M' 8 a. 

CREMONA (LulgO, ARMENANTE (Angelo). (iuistioni 33, 34, e soluiionl 
[G. B., v. II, pag. 91, (1864); V. Ill, pp. 81, 315-320 (1865)). 

3213. M' 8 d. 

BASSANI (AnselmoX SuIIc curve r^coswe = «« [G. B„ v. XXIV, pp. 23-43 
(1886)]. 

3214. M' 8 g. 

BURAU-FORTI (Cesare> Sopra un sistema di curve che dividono in 11 part| 



eguali gli archi di circolo che passano per due ponti fis^((9. M^M^^XYTl, 
pp. i$).id3 (iM9)l. 

321$. M*L 
TCXjNOLI (Oreste). Sopra oa*estensioae di propriety spettand a cuire ft1ffd>i> 
che piane di an ordine qualunque, alle superfide algebridie di qoalunqae 
grado. — Dimostrazione d'un teorema di geometria. [G. B^ ▼. VHf, pp. i66> 
199 (1870); V. IX, pp. 366.570 (l^7i)l-. 

3316. Via. 
ARZELA (Cesare). Sopra alcune applicauoni di ona formola data da Jacobi 
[G. B., V. IX, pp. 32.37 (1871)]. 

3217. 11*1 a, 11*1 a 

TCXjNOLI (Oreste). Osservasioni geometriche. [G. JL, v. IX, pp. 68*7$, 191 
(1871); V. X, pp. 147-148 (1872)!. 

3218. M*la. 

PADOVA (Ernesto). Sulla generaiione detle supeHide mediante reti projettht 
[G.B., V. IX, pp. 148-150 (1871)]. 

3219. M'le. 

TOGNOU (Oreste). Kou wl numero delle soperiide di ima rete, che'haaaD 
un contatto tripunto colla curva d'intersezioo^ di due tuperfidt ^igeMche. 
[G. S., V. IX, pp. 138-192 (1871)]. 

Via (ffkdi a> 3177, 3217, 3120). 

3220. M* 2 o, M* 1 e. 

RINDI (Scipione). Alcune proprietd delle mpjurlicie e dc{ tislemi di superfide. 
[G. B., V. XXIV, pp. 94.105 (1886)]. 

3221. V* 8 a. 

NIOODEMI (Rubino). Intomo alle superfide gobbe di i^ gra4{>. [G. M^ f. KXI, 
pp. 270-274 (1883)]. 

3222. W 3 h. 

CASSANI (Pietfo). Imori^ alU sapetfcie 4^1 |^ qtdiv^ [O. B., v. XXII, 
pp. 51-61 (1884)]. 

Il*3h.(f>{f Q? 3i6i»). 
lK*4d. iFedi ni 3241, 3356). 

3223. M*4i 

PITTARELLI ^ulio). Intoraoad ooa qabttoot fVopoiU 4ft Faara. (Ifcapdfci 

Annales, gennaio 1874). [G.B.f v. XII, pp. 176-178 (1874)]. 



3224. IP 4 i L 

AUiOCATI (Alessandro). Dfanottnuioiie di on tcoMfna <fi TilltrceftfL 
[G. B., ▼. I, PR. 084-985 («86})1, 

3225. IP 4 18. 

BUOKSIES <T^qaiaio). ^M$ oofM ^^jnniwiopc .delia iCcc» col tor«» ^ ^opura 
uxu notevole propriety di quesfaltima saperfide. [G. B^ ▼. XII, p|u 14^147 

(1874)]. 

3226. V4i8. 

FUORTES (Tarquinio). Le sezkmi piane nel toro. [G. S.» v.X, ^g.^ (1872). 

IP 4 L (F«i2r n*' 3356). 

3227. IP 4 m. 

lyfL RE <AJ«;^ASQ)^ JPQ^J (HfU. C^ttisti^C ^7 ^ ^lusiooe. [& B., %. XXV, 
pag. 179 (i»87); v. XXVII, pp. 164-167 (1889)]. 

IP ft (F«il ni 3229, 3230). 
M* T «. (r#JI B« 32j3% 

3228. K' 7 b. 

ASCHIERI (Ferdinando). Sopra una superHcie gobl>a detl'ottavo grado e dl ^e- 
nere zera AppHcazione dd teoremi dati sui sistemi d] rette dip passano per 
una retu fissa. \G. B.^ v. XH, pp. 129-135 (1874)]. 

3229. IP 7 o, IP ft 

8AL¥AT(Hl&DiN0 (Mkoli). Snlfa frfluppabile « 5* mliAe. {^. R, t. HI, 
pp. I0O-IO7, 131-14* ("865)5. 

323a IP 7 o, W ft 

D*OVIDIO (Erdco). Dimostrazione di alcuni teoremi sulle «uj>efficie syiluppabili 
41 5*» oi^inf fnqiKiili W ppf, Cr^nomu [G. 9^ v. Ill, ppu Wf-Uh^ 
184-189, 214-218 (1865)]. 

IPL iFidin'' 3350). 

3231. M' la 
C4)^7Q^[S (AMin4> TtOHW «qllc oim go^bc [G. B^ v. XXV, pp. 30|*|Q| 

(1887)]. 

.IP 14. (FMn^ 3181). 

3232.IIP 4 «. 

WSYR^^EnEiiUfiO, InicmQ alle ouhm gehbe raaionAll [G. IL, t. IX» yp, 217-222 
(1871)]. 



$4: AipiitoRio BrtinoQiAitex 

3233. K5 4 a, M«7a. 

TOGNOLI (Orcste). A'cuneconsiJcrazioni sulla georaetria delle super iicic c curve 
gobbe di genere zero. [G. B., v. XI» pp. 180-191 (1873)]. 

3234. M' 4 a. 

TCX9NOLI (Oreste). Sulle curve gobbe raxiooalL [G. B., ▼. XII, pp. 220-228 

(1874)]. 

M'4ft. (Ftdi ni 2804, 3i86» 3187). 

3235. M' 6. 

CREMONA (Luigi). Un teorema sulle cubiche gobbe [G. S., v. I, pp. 278-280 
(1863)]. 

3236. M' 6. 

CREMONA (Luigi). Sulla projezione iperboloidlct dl una cubica gobba (*)• I^* ^ 
▼. II, pp. 122-126 (1864)]. 

3237. K' 6, M' 6 h OL 

CREMONA (Luigi). Nuove ricerche di geometria pura sulle cubiche gobbe, ed 
in ispede sulla parabola gobba (^). [G. B^ v. II, pp. 202-210 (1864)]* 

3238. M' 6, B 7 £ 

PITTARELLI (Giulio). La cubica gobba e le forme binarie quadratiche e cu- 
biche. t^. A, V. XVII, pp. 260-309 (1879)]. 

3239. M) 6, B 7 C 

D'OVIDIO (Errico). Studio sulle cubiche gobbe mediante la notazione simbolica 
dclle forme binarie (^). [G.B., v. XVII, pp. 310.338 (1879)], 

M) 6. (F#ii no 2804). 

3240. M) 5 £ 

CANTONE (Andrea). Un teorema sopra la cubica gobba. [G. B., v. XXV, 
pp. 42.44, 182 (1887)]. 

K) 5 h ft. {Viii no 3237). 

3241. M) 6 a, MMd. 

ARMENANTE (Angelo). Sulle curve gobbe razionali del quarto ordine. [G. S., 
V. XI, pp. 221-232 (1873); V. XII, pp. 250.265 (1874)]. 



(*) Bttratta (Ugli Aaiuli di lUtcm. para ad applicAU. 
(**) Bttrttto dalle menioritt dell* Ace. delle sc. di Bologna, s. II, t. III. 

(***) Qneito acritto k an rapido aanto di an la?oro dcUo steaao titolo prweatato all'Accadcmia 
dcUe Scianxe di Torino il 9 Marso 1879. 



OIORKALB DI MATBMATICB8. 5$ 

M' 6 a. (F$di ni 2804, 3192). 
ll'6b. (Fedin^ 3356). 

3242. M4 b, R 4 b. 

PADELLETTI (Dino). Nota sulla catenaria. [G. B,^ v. XIX. pp. 228-332 
(1881)]. 

3243. M^m. 

RUIZ DE CARDENAS (AchiHe). Intorno aH'epicicIoide sferica. [G. B., v. XII, 
pp. 3i3-}»9 0874)1- 

N» . (F#il n« 3493). 

ITL (fVJ/ n» 3389, 3390, 3398, 3400, 3408, 3409> 

3244. N' 1, N* L 

JANNI (Giuseppe). Esposizione del la nuova geometria di P I u e c k e r. [G, B.^ 
V. VIII, pp. 302-326 (1870)]. 

3245. N'la. 

TOGNOLI (Oreste). Intorno ad alcune question! general! sulfa teoria dei com- 
plessi risolute col metodo geometrico puro. [G. B., v. IX, pp. 19-31 (1871)]. 

iria. (Fidin^ 3252). 

3246. N' 1 b. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Intorno ai slstemi di rette di i® grado. [G. B., v. VI, 
pp. 24-36 (1868)]. 

3247. NM b. 

ASCHIERI (Ferdinando). Sopra i sistemi di rette. [G. B., v. X, pp. 343-346 
(1872)]. 

N« 1 b. (F$di n«» 32$ 5). 

3248. N' 1 o. 

ASCHIERI (Ferdinando). Sui sistemi di rette nello spazio. [G. B., v. XI, pp. 107- 
109, 246-249, 340-348 (1873); V. XII, pp. 15-21 (1874)]. 

3249. N' 1 e. 

BERTINI (Eugenio). Sui complessi di 2° grado. [G. B., v. XVII, pp. 1-8 (1879)]. 

3250. NM h. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sui complessi di secondo grado. [G. B., v. XVIII, 
pp. 1-14 (x88o)]. 



32$ I. N' 1 L 

BATTAGLINI (Giuseppe). Intorno ai sistemi di rette dl a*' grtdo. [G. B^ ▼• VI> 
pp. 2}9-aS» (i»68); ▼. VII, pp. $$^s (i869)> 

3251. 1(^1 i 
ASCHIERI (Ferdinando). Sopra on complesso di 2® grtda [G. S!; ▼. Vm, 

PP- 3S-37 (1870)]. 

ASCHIERI (Ferdinando). Sopra an complesso del 2*^ ghifo Gfe^&dl^i^faiM geome-- 
trica dei complessi del i*' grado. [G. B.^ v. VIII» pp. 229-j^ (i^TO)]. 

irii {Vtdi nS 317Q, 3356). 

3254. N« IJ. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Intorno ai sistemi di fttft df ghkid ' qialnnqae. 
[G. Bi, V. X pp. $$-7S (<<7^I. 

ITIJ. (F#J/n«» 3170). 
WSm9L(FMn^ 33S6). 
!**L (^#dr k* 3244). 

3255. XTlo, IT lb. 

ASCHIERI (Ferdinando). Nozioni pr^Iiminari per la geometria projettiva dello 
spazio rigito. Nota I. [G. A, v. XVI, pp. 346-365 (1878)]. 

N«la (Fidi n« 3376). 

3256. N) b. 

BATTAGtlNt (Giuseppe). Stri connesii teraarii dl x« ordM e di t^ cl^i*. 
[G. B., V. XX^ pp. 230*248 (1882)]. 

3257. N'd. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sui connessi ternarii di 2'' ordine e di 2* classe in 
involuzione semplice. [G.B.* v. XIX, pp. 316-327 (i8gi)]. 

32$ 8. N'lL 
AMODEO (Federico). Sopra un partico^are connesso (2, 2) con due punti singo- 
lari e due rette singolari. (Memoria geometrica che fa segt^totqifella sulle 
cdniche biiait^ti a dif« coOkht). [Gi B.i v. XXV^ PP- JSI'-SS^ i^ffl' 

3259. N' d. 
PANNELLI (M): Sui coonesai temari ^ 2^' ordioe e di 2* classe In Ixnelt- 
zione doppia. [G. A, v. XXVI, pp. 1-20 (1888)]. 



S7 

)26all«l«. IMbL 
BURALI-FORTl (Gsare). S«i sistcn 4i coMd^. {G, JU ▼. XXTT, ^. |09-$si 

(1886)]. 

H« 1 bL (FUr a* p6o> • 

5261.1Mb. V6bL 
HIRST (T. A^) ARIIEK ANTE (Aa8e!o> Qaistiooe 5 s> « so'Trionr [G. JL, 
V. II, ptg. 160 (1864); ▼. m, pp. 47-50 (186))]. 

5262. H4 1 bL 
INTRIGILA (Camielo), LAUDIERO (FrancescoX Dimostnxiooe Sun tcorema 
di Fture. [(?. JL, ▼. XIX, pp. 245*257 (1881)]. 

3263. N4 1 b c 

AMODEO (Federico). SuIIe cooiche bitan^enti a doe cooichc [G. &, ▼. XXIV. 

pp. H^m («w^> 

3264. H41d. 

BURAU-FORTI (Cesare). Sai sistemi 1 iFo!re tnfioiti di quadrkhe. [G. B., 
V. XXIV, pp. 334.34s (i8S6)l. 

3265. N^le. 

J0NQUI£R£S (E. de). Cormpoodeiua. [G. 9., ▼. I, png. 128 (1863)]. 

3266. N4 1 e. 

BATTAGLINI (Giuseppe). SuIIe serie di curve di iixlice qualunque. \G, B., v. I, 
pp. 170-174 (1863)]. 

3267. N^le. 

J0NQ.UI£RES <£. de). Tbtorttnes fondaraentaux aur les series de courbes et 
de surfaces d*ordre quelomque. [G. B., v. IV, pp. 45.5 3, 212-213 (1866)]. 

3268. N4 1e. 

JONQUIfiRES (E. de). Note sur les series de courbes k double courbure. 

[G. A, V. IV, pp. 2IO-2II (1866)]. 

3269. N4 1 e. 

ASCOLI (Giu'io). Sopra un teorema di Jonquifcres. [G. A, v. V, pag. 377 
(1867)]. 

3270. N4 1 e. 

TOGNOLI (Oreste). Sui sistemi di curve pianc. [G. B., v. XIIJ, pp. 359-362 
(•875)]. 
RmL arc. HaUm^ t TO, fuu aV-Staopat^ il 30 gmujo 1897. 8 



$8 ftfiPSRTOUO BIBLIOGRAI^ICO. 

3271. N^le. 

MURER (Vittorio). Sulle serie raziona'i di superficie algebriche. [G. A, v. XXIV> 
pp. 106-125 (18S6)]. 

3272. NM 6. 

MURER (Vittorio). Sulle serie di superficie d'lndice i e 2. [G. B., v. XXV, 
pp. 363.366 (1887)]. 

3273. N* 1 e. 

MURER (Vittorio;. Le serie tlgebriche di superficie ad indice 3. [G.B., v. XXVI, 
pp. 178-180 (1888)]. 

3274. N4 a, L*. 

CREMONA (Luigi), RAJOLA (Luigi). Quistione 44, e soluzione. [G. B., v. Ill, 
pp. 64, 81, 149 (x86s); V. V, pp. I2X-I22, 162 (1867)]. 

327$. N^ a h. 
CREMONA (Luigi). Sulla teoria delle coniche. [G. B., v. I, pp. 225-226 (1863); 
V. II, pp. 1 7-20, 192 (1864)]. 

N^ah. (Fidi n<> 3127). 

OL(FWIn*» 3136). 

3276. o a a. 

CROCCHI (Leopoldo). Teorema di Geometria. [G. B., v. X, pp. 302-303 (1872)]. 

3277. O a a. 

RETALI (Virginio), MINOZZI (Achille). Quistioni 30, 31, 32, 33, 34, e so'u- 
zioni. [G. B., v. XII, pag. 338 (1874); v. XIV, pp. 93-96 (1876)). 

3278. O a a, O 5 a, O 5 b. 

DAINELLI (Ugo). Relazione fra Tarca e il periraeiro, fra il vo'.ume e la super- 
(icie, fra i momenti, fra le coordinate dei centri di gravitii per g*i spazi li^ 
mitati da linee e superficie che hanno requidistante della loro stessa natura. 
[G. A, V. XVI, pp. 279-297 (1878)]. 

O a a. (FiH n<> 3437). 

O a c 8. (Vidi nO 295 3). 

3279. o a d. 

RETALI (Virginio). Sui centri di graviti di alcune curve piane. [G. B., v. XII, 
pp. 3*6-337 (1874)]. 

3280. O a £ 
CERRUTI (Valentino), CAPORALI (Ettore> Questione 19 e soluzione. [G. B., 
V. X, pag. 36a (1872); v. XI, pp. 1 16-120 (1873)]. 



GIOAIULB 01 MATSMATICBB. S^ 

)a8i. O a £ 

VECCHIO (Angcio). Nou sugi inviluppi. [G. P., v. XI, pp. 318-320 (1873)]- 

3282. o a £ 

TOGNOU (Oreste). Ricerca dcirequaxione deirinviluppante (Tuna scrie di curve 
pianc [G. B^ ▼. XI, pp. 376-377 (1873)]. 

3283. o a £ 

PAIS (Antonio). Sulla ricerca deirequazione deirinTiIuppo d*una serie di curve 
piane. [G. B., v. XII, pp. 150-151 (1874)]. 

oat (Fedi nO 3291). 

3284. o a q, 05. 

PADOVA (Ernesto). Sopra alcuni teorctni di S t e i n e r. [G. B., v. V, pp. 240- 
249 (1867)]. 

3285. oaq. 

BASSANI (Anselmo). Sopra un problema di aiulisi indnitesimale delle curve 
piane. [G. B^ v. XXII, pp. 211-216 (1884)]. 

3286. oaq. 

BASSANI (Anselmo). Curve piane derivate. [G. B., v. XXIV, pp. 371-375 
(1886)]. 

3287. O 8. 

PAIS (Antonio). Nota intomo ad a!cune fonnule e propriety delle curve gobbe. 
[G. B^ V. XIV, pp. 219-240 (1876)]. 

3288. O 8. 

PIRONDINI (Geminiano). Sulle linee a doppia curvatura. [G. B^ v. XXVI, 
pp. 104-132 (x888)]. 

8. (PWi n<> 331S). 

3289. O 8 a, O 8 b. 

BELTRAMI (Eugenio). Di una propriety delle linee a doppia curvatura. [G. &, 
V. V, pp. 21-23 (1867)]. 

329a O 8 a, O 8 b. 
CHELINI (Domenico). Nota sul tcorema (sulle curve a doppia curvatura dato 
dal Prof. Beltrami) a pag. 21 del vol. V. [G. B., v. V, pp. 190-191 
(i«67)l. 

O 8 b. (Fedi n* 3289, 3290, 3323). 
O 8 d iF$d£ no 3386). 



id ttrttrono miicMUfiea 

O 8 £ (FM nO 5296). 

3291. O 3 g, O a i 

PIRONDINI (GemioianoX SuIIe curve osculatricL [G. S., v.XXVI, pp. 257-302, 
580 (1888)]. 

3292. O 3 i, O 3 J. 

BIANCHl (Luigi). SuIIe curve a doppia* curvatura. [G. B.» ▼• XXI, pp, 222*233 
(1W3)]. 

O 3j. iFtdi ni 3297, 3312, 3343). 

3293. O 3 k. 

CESARO (Ernesto). A proposito d*un problema sulle eliche. [G. B^ ▼. XXIV*. 
pp. 46-48 (1886}]. 

O 3 k. (Fidi n<> 3309). 

3294. O 4. 

PIRONDIMI (Gcminiano}. Sulle superfide rigate. [G. A, t. XXV, pp. 25-41, 
115.154 (1887)]. 

O 4 O. (Fidi n<> 3296). 

3295. 4d. 

DINI (Ulisse). Di alcune propriety delle superficie rigate. [G. B.» ▼. Ill, pp. 281* 
297 (1865)]. 

3296. 04d, 04o, 3f; 04h. 

CIANI (Edgardo). Le superficie rigate inercnti a una linea a doppia curvatura. 
[G. B., v. XXVII, pp. 233.264 (1889)]. 

4d. (Fedi n'' 3312). 

3297. O 4 g a, O 3 j. 

RAZZABONI (Amilcare). Sopra alcune superficie gobbe appIicabilL [G. B^ 
L XXI, pp. 92.109 (1883)]. 

04 go. (Fedi n<> 3312). 

3298. O 4 h, O 6 £ 

DINI (Ulisse). Sulle superficie gobbe, che possono essere rappresentate da un'e- 
quazione data a derivate parziali del second'ordine, e applicazloni alia ricerca 
di quelle, i cui raggi di curvatura p, p' verificano una delle relaxioni 

P r 
essendo m una costante. [G. S., v. Ill, pp. 32t.))7 (186))]. 



5299. O 4 h. 

H>INI (Ulisse). SuIIe saperficic gobbe, che soddisfano a date eqaaziooi a*le dcri- 
vate paniali del secood'ordioe. [G.B.t^' IV, pp. 305-518 (i866)]* 

04h. (Fedi n^ 3296, 3309, 331a). 

3300. O 6» O 6, 07. 

SELTRAMI (£ogeiiio> Ricercfae di anallsi applicau alU geometrU. [G. B^ v. II, 
pp. 267.282, 297.306, 35i-5}9» 35S-57S (1W4); t. UI, pp. 15-22, 33-41, 82-91, 
228.240, 311*314 (1865)]. 

3301. O 6. 

DINI (Ulisse). Sulla teoria delle soperiicie. [G. B^ ▼. Ill, pp. 65-Si (1865 >]« 

O 5. {VM nO 3284). 
O 6 a. {VM n» 3278). 

3302. 5b. 

TORELU (Gabriele). II teorema di Vivian i suIla pseudosfera. [G. B., v. X, 
pag. 128 (1872)1. 

3303. O6I1L 

CR(X:CHI (Leopoldo). Analogic deirenondato del ViTianL \G. B,, r, XIII, 
pp. 170.174 (i87S)l- 

3304. O 6 b. 

BORLETTI (Francesco). Area delle superficie cunre. [G. B^ r, XXH, pp. 207- 
210 (1884)1. 

O 6 h. (Fidi &<» 3278). 

3305. O 5 a. 

BELTRAMI (Eogenio). Dimosirazione di due femiolc del slg. Bonnet. [(7. B», 
▼. rv, pp. 123-127 (1866)]. 

3306. 06g«, 06rY* 

PIRONDINI (Geminiano). SuUe linee di canratara e soffe superficie cho amnivl- 
tono una evoluu comune. [G. B^ ▼. XXII, pp. 272-303, 377 (1884)]. 

3307. O 5 i, O 6 a, O 6 p. 

NAKNEI (Errico). Le supfrficie ipercicliche. [G. B., t. XXVI, pp. aoi-aj) 
(x888)]. 

3308. O 5 i ou 

PIRONDINI (Geminiano). Snlle superficie le cui linee di curvatura d'un ilitcma 
sono piane. [(?. B^ ▼• XXII, pp. 1 18.129 (1884)]. 



h RB^ntOMO BtBLIOGlA^ldo^ 

3309. O5io^ 04 h, 03 k, 06a. 

PIRONDINI (Genilniano). Rettifica di un teorema e dimostrazione di a^cuni teo- 
remi geometricl [G. B.^ v. XXIII, pp. 222-229 (1885)]. 

5ia. (Vedi n^' 3312). 

3310. 6ip. 

CHINI (Mineo). Sopra una c'tsse di superiicie. [G. B., v. XXVII, pp. 265-273 
(1889)]. 

3311. 6m, O 6h. 

FRATTINI (Giovanni). Alcune formole spettanti alia teoria infinitesiniale delle 
superdcie. [G. B., v. XIII, pp. 161-167 (1875)]. 

3312. 05 m, 3J, 4d, 04 go, 4h, 5ia. 

PIRONDINI (Geminiano). Studi geometrici relativi spedalmente alle soperiicie 
gobbc [G.B., V. XXIII, pp. 288-331 (1885)]. 

O 5 m. {Vedi n? 2969). 

3313. O 6n. 

DINA (Girlo). Sopra una curva particolare giacente sopra una superiicie in ge- 
nerate. [G.B„ V. XIX, pp. 298-310 (1881)]. 

O 6. (Vtdi nO 3300). 

3314. O 6 a. 

BIANCHI (Luigi). Ricerche sulle superfide elicoidali. [G. B., v. XVII, pp. 9-39 

(1879)]. 

O 6 ft. {Viii n> 3307, 3309). 

3315. 6e, 8. 

PIRONDINI (Geminiano). Sopra alcune superficie e curve. [G. S., v. XXVI, 
pp. 352-362 (1888)]. 

Oe£ {Vtdi ni 3298, 3373). 

3316. OSg. 

DINI (Ulissc). SuIIe superficie di curvatura costante. [G. B., v. Ill, pp. 241-256 

(1865)1. 

3317. OSg, 

BELTRAMI (Eugenio). Sulla superficie di rotazione che serve di tipo alle su- 
perficie pseudosferiche. [G. P., v, X, pp. i47-i$9 (1872)). 
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}5i8. O 6 g. 
BIANCHI (Luigi). Su!le superficie a curvatura cosUnte positiva. [G. B., v. XX, 
pp. 287-292 (1882)). 

5319- O 6 g, 6k. 

CHINI (Mineo). SuIIe superficie a curvatura media costante. [G. B., v. XXVII» 
pp. 107-12} (1889)]. 

^ 332a O 6h. 
PINCHERLE (Salvatore). Nou sulle superfide d'area minima. [G. A, v. XIV, 
pp. 7S-«a (1876)]. 

3321. O Oh. 

BIANCHI (Luigi> Sopra una proprieti caratteristica delle superfide ad area 
minima. [G. B., v. XXII, pp. 374-377 (1884)]. 

Oeh. (Fri/n« 331 1). 

3322. 6k. 

DINI (Ulisse). SuII'equazione difFerenziale delle superHde applicabi!i su di una 
superficie data. [G. B., v. II. pp. 282-288 (1864)]. 

3323.06 k, 3b. 

DINI (Ulisse). Sulle superficie gobbe applicabili su quelle di rivoluzione, e su 
alcune propriety delle superficie gobbe delle normali principali di una curva. 
[G. B., V. IV, pp. 298-304 (i866)]. 

3^24. O 6 k. 
BIANCHI (Luigi). Sopra la dcformazione d'un:i classc di superficie. [G. i?., 
V. XVI, pp. 267-269 (1878)]. 

O 6 k. (l^edi n° 3319). 

332$. 6p. 

BIANCHI (Luigi). Sopra alcune c^assi di slstemi trip!: cic'ici di superficie orto- 
gonalL [G. B., v. XXI, pp. 275-292 (1883)]. 

3326. O 6 p. 

BIANCHI (Luigi). Sui sistemi tripli ciclid di superficie ortogonali. Nota IL 
[G.B., V. XXII, pp. 333-373 (1884)]. 

O 6p. (Fedi ni 3307, 3328). 

3327. O 6 q. 

FRATTINI (Giovanni). Sulle coordinate curvilince. [G. P., v. X, pag. 23$ 
(187^)]. 



FIERI (MjmX lacarao ji s tsEnea id si^Hiri Betti e Weingarteo. 

O 7. (Fair iC I3O0). 

mSOZZI (Adii::e> Soci »* ■u f lugnu fwrnt aura sopca voTaltra ad cm 
cgoa'^. [(?. JL, ▼. Xnr, PPL ff9»-t9i (tM)> 

BATTAGLDa (GioseppeX latocao at sstcni <fi a^ocdine e di a* dasse. [G. 5n 
T. I, pp. 257-290 (1S6S)]. 

P L (ra« a* al6sX 
Pla. (raifa* $069). 

)))i. PlbL 
BATTAGLINI (GiuserpeX Sa!!e fonne geometridie di 2* tpeck. [G. B., t. Ill, 
pp. 2^)io (iS6>); T. IV, pp. 96-122, I74-IS6 (1S66)]. 

5)52. Pill. 
MOLLAVE (Vincenzo) Sal'a trasfoniuzioiie coothraa d*iiiu fignra piana, la 
qua!e rcsta sempre omografka a s^ stessa, e di cat qnattro punti qualunque 
(tre dci qua*i noo siano per dritto) descrivooo qaattro lioee omograiiche 
date [G. B^ T. IX, pp. 26^279 (1871)]. 

535). PI b. Pic. 
LORIA (Gino). Su*Ie corrispoodenze projettiTe fra due piani e fra doe spaziL 
[G. B^ T. XXII. pp. i-i6» 117 (iM4)l. 

5554. Plb. 
AMODEO (Federico). Sag!i elementi uoiti reali delle oniografie ternarie. [G. E, 
V. XXVU. pp. 40>i7 (i8«9)J. 

PI bo. (FjAqO 55)9). 

)5)S. Flo. 
BATTAGLINI (Giuseppe). Quistiooe O- l^. B., r. IX, pag. 179 (1871)]. 
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Pla (FWi no 3333). 

• 

3336. Pld. 

CASSANI (Pietro). Studio eletnentare intorno aU'omologla. [G. B.» v. Ill, 
pag. ISO (1865)]. 

3337. Pld, L»17e. 

LAUDIERO (Francesco). Sulla omologla di due coniche situate in uno stesso 
piano. [G. B., v. XXI, pp. 217-221 (1883)]. 

Pld. (fVii n« 3100). 

P 1 £ (Fedi n<» 3069). 

3338. Pa a, L'aia. 

SEGRE (Corrado). Su alcune propriety metriche delle correlazioni. [G. B., 
V. XXV, pp. 20-24 (1887)]. 

3339. pa a, Plboc 

DEL RE (Alfonso). Quistione 80 e soluzione. [G. P., v. XXV, pag. 308 (1887); 
V. XXVII, pp. 340-341 (1889)]. 

P a a. {Fedi n^ 2863, 2864, 3383). 
Pab. (Fedin'' 2863). 
P a a (Fedi no 2864). 

3340. P3a, Rib a. 

FORMENTI (Carlo). Movimento delle (igure che si manteagono simili a sb stesse. 
[G. B.y V. XVII, pp. 232-243 (1879)]. 

3341. P 3 b. 

BIANCHI (Luigi). Sulla trasformazione per raggi vettori reciproci nel piano e 
nello spazio. [G. B., v. XVII, pp. 40-42 (1879)]. 

3342. P3b. 

LEVI (Donato). Alcune proprietii della superficie di rotazione avcnte per linca 
meridiana una lemniscata. \G. B., v. XXI, pp. 379-380 (1883)]. 

3343. P 3 b, 3J. 

PIRONDINI (Geminiano). Sulla trasformazione per raggi vettori reciproci. [G. B., 
V. XXVII, pp. 168-223 (1889)]. 

3344. P 3ca. 

BATTAGLINI (Giuseppe). SuIIc divisioni oraografiche immaginarie. [G. B., v. II, 
pp. 142-15 1 (1864)]. 
Rend. Circ. MaUm., L XI, parte 2\ — Sumpato il 3 febbrajo 1897. 9 



F 3 c «. (VeHy J563). 

3$45-P4a. F4g. 
BIANCm (Udfi). Nou salle tnufenBanni oalvoche ad piaoo c seUo s|)«iia 
[(?. B^ T. XVT. pp. 265-266 (1S7S)]. 

3346. P 4 b. 

BATTAGLINI (Ghifeppe). Sa!fa dipcodenu dnp^o-amnnooica. [G. B., ▼. I, 
pp. 321.328 (1863)1. 

3347. F41>. 

HIRST (T. A.). SairiiiTcrsioiic qoadrica del!c cunrc piane O- I^- -5-. ^- IV, 
pp. 278-293 (1866)]. 

P4b. (y$ii Qi 3190, 3200). 

3348. P4c 

CREMONA (Laigi). Sulle trasformazioni geometriche dellc (igure piane. Nota L 
Nou II (^). [G. B^ V. I, pp. 305-311 (1863); V. Ill, pp. 269-280, 363-376 
(1865)]. 

3349. P4c 

JUNG (Giuseppe), ARMENANTE (Ange!o). SuMc trasformazioni birazionali uni- 
voche, e sulle curve nonnale e subnornule del genere p. [G. B., v. VII, 
PP- a3S-a$3 (1869)]. 

P4c {Vedi n» 3006, 317s). 

3350. P 4 d, M'L 

J0NQUI£RES (E. de). M^moire sur les figures isographiques et sur un mode 
uniforme de giniration des courbes i doub'e courbure d'un ordre que'conque 
au moyen de deux faisccaux correspondants de droites (•^). [G. B., v. XXIII, 
pp. 48-75 (1885)]. 

P 4 d. (Fedi n« 3200). 

3351. P 41; P4g. 

CROCCHI (Leopo!do). ProprieU derivate dalle curve e suptrficie trguisiane. 
[G. B., V. XII, pp. 378-380 (1874)]. 

P4£ (^#ii n° 3200), 



(*) Batr«tto d«gU AniMli di M«temttic« para eJ tpplicxta, v. VII. 

(**) Estrfttte rispettivftmente d*i t. II e V, t. a, delle Memorie deirAccftdemU delle icienze d«l* 
Vlttltaio dl BologM. 

(***) ATte uat If ttrt tidr^tUt 4 If . I9 Dr. G. B. G a c 9 U. 
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3352. P4g, P 5 a. 

DE PAOLIS (Riccardo). Sopra un sistenia onia!oidico formato da supcrficie d'or- 
dine n con un punto (n — i)-plo. [G, B,, v. XIII, pp. 226-248, 281-297 

(1875)]. 

P4g. (Firfini 3J4S, 3351). 

P 6 a. {Fidi n° 3352). 

3353. P5a«c 

TOGNOLI (Oreste). Rappresentazione piana di una classe di saperlicie alge- 
briche dotate di una curva niultipla. [G. B., v. XIV, pp. 263-279, 378-380 
(1876)]. 

3354. PBb. 

RAZZABONI (Amilcare). Sulla rappresentazione di una superficie su di un'altra 
al mode di Gauss. [G. B., v. XXVII, pp. 274-302 (1889)}. 

3355. P 6 a. 

MOBIUS, ARMENANTE (Francesco). Qoisrione 43, e soluzloae. [G. A, v. 11, 
pag. 330 (1864); V. Ill, pag. 31 (1865)]. 

3356. P6a, N'lh, N'li, N'Saoc, M' 6 b, M'4d, MML 

SEGRE (Corrado). Su una trasforniazione irrazionale dello spazio e sua applica* 
zione atlo studio del complcsso quadratico di Battaglini ediun com- 
plesso lineare di coniche iscritte in un tetraedro. [G. B., v. XXI, pp. 355* 
378 (1883)]. 

3357. PB£ 

TOGKOLI (Oreste). Salla corrispoadefisa muitfpfa fra due spazH a tre dhnen- 
sioni. [G. B., v. X, pp. I-15, 141-146 (1872)]. 

3358. P 6 ga. 

CERTO (Luigi). Lo spazio del!e omo!ogle affini di an piano posto in relazione 
con lo spazio delle coniche dello stesso piano. [G, A, ▼. XX, pp. 321-345 
(1882)]. 

3559- 01. 
BATTAGLINI (Giuseppe). Nota sui circoli nclla geomctria non-cucfidea. [G. B., 

V. XII, pp. 213-219 (1874)]. 

336a QL 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulla geometria proiettiva. [G. B^ v. XII, pp. 300* 
311 (1874); V. XIII, pp. 49-71 (1875)5 V. XIV, pp. 1 10-138 (1876)]. 



proieciTi. [G. JL, t. XIV, ??. »9l.|os (iIj^K- 

ll^hQh F8c». 

BATTAGUKI (Gsieppe;. ScI^afiaiU oreoUrc iw mc'lfri ((?. JU ▼• ZV1, 
pp. j^S-iSj (t^79)\. 

5364. Q L 

RICORDI rEr.or^A I drco i sella feoBxtrU noa cacoiea. [G. JU ▼. XVm, 
pp. 2y,'270 (iSao)]. 

0L(rifiii«|a<9X 

336s. Q la. 

HOUEL (J.). Sar I'impoisibilit^ de dcmootrer, par one coBstraction p!aiK^ k 
principe de la thiorie des paraU^Ics dit /iiififrtM fEmcliit (*). [(r. JL» 
▼. VIII, pp. 84-S9 (1870)1. 

}J66. Qla. 

CASSANI (Pietro). lotorno alle ipotesi fbodamentali delU geamctru. [G. JL, 
▼. XI, pp. 3JI-3J9 (i»7l)l- 

3367. Qla. 

GUNTHER (Sigismondo). Sulla possibi!iti di dimostrare Tassioiiia delle pani* 
Ie!e mediaote considerazioni stereometriche. (Tradaziooe dal tcdesco di 
A. S p a r a g n a;. [G. B.^ ▼. XIV, pp. 97-107 (1876)]. 

3368. Qla. 

CASSANI (Pietro). Nuove proposte intorno ai foodamend della geometria. 
[G. B., V. XV, pp. 284-288 (1877)). 

3369. Qla. 

CASSANI (Pietro). I nuovi fondamenti del!a geometria. [G. 1L» ▼. XX, pp. 143- 
i6s (1882)]. 

Qla. {Vedi n<» 3041). 



(*) EstfAit a«t Procte-TcrbAox 4et tHacM d« U Sockt^ act Sckaccs phjsi^oM ct omw»U« 4r 



Qlfc. 

[C i, T- T. 3^ zryzzz zier 
LOBATSCHETSST ^ 



jnmu^3&ici& it 1 ^ > 4 1 $ c ): e w $ k Tx 



« v*v ;a *• ▼. V, ijw n»i^ 



BOLTAI (GsTT xmO. 



3Q iz Exc!ii( (fi***)^ ^ 



poceni i!oi« a prion; (T^ [C. A, t. VI, j^l ^ii| 0«l>J. 
[C. A, ▼. VI, pp. s&«^u (iS6S)]. 



3)74- QlbL 

BELTRAMI (Ea^esio). X 

(i»7a)l. 



£ geanetzu pwotetcnca. [ G. JU ▼« X» p^ s I 



337$- Qlh^ 

DE ZOLT (Antonio). Saggio £ ptngeoDKtm. [G. A» t« XV» pfk ))^)<i 

(i«77)l. 

• 337^02. X-'19c H*l€L 

ASCHIERI (Ferdinindo). Coordhute om ogrnr e di alcmie fonne^ che posaoao 
rigoardarsi come elemeiiti scmplki di spaaii a sd diineiisioiii^ e di t!ome 
forme gcometriche in essi ^>aziL [G. JU ▼. XII, pp. 36d>)74 (l^i))» 

3377.0 2. Rah. 
MINOZZI (AchiIIc> Soi centri di gnwitL [G. K ▼• XV, pp« 1)S*^7 (t^))« 

337». Q a. 
CASSANI (PieiroX Geometria pora enclidiant ad n dimensloiil [0. &» ▼» XXU^ 

pp. 1-19 (1885)]. 

3379- Q 2- 
CESARO (Ernesto). Alcane misare negli iperspaiii. [G.&» ▼• XXIV, pp. 49*5$ 
(1886)]. 



(*) VcnioM «U1 fraactM. 

(**) Vtnioat «U1 Utiaodi GiQttppt BAttAflial. 



338a Q 2. 
LORIA (Gino). Su! concetto di vo'ume in uno spjsio !tneare qua^onqae. [G. 5^ 
V. XXVI, pp. 96-xoi (i888)j. 

3381. Q a. 

FIERI (Mario> Sopra an teoreina di gcometrU id m dim c P M onL [G. A, ▼. XXT1, 
pp. isi-«54 (1888)]. 

3382. Q2. 
LORIA (Gino). SuIIc curve razionali nomuH in ano spazio td u dimcnsionL 
[G. A, V. XXVI, pp. 334.347 (i888)J. 

3383.02, pa a. 

DEL R£ (Alfonso). Un teorema nella geometria di una certa classe di corri- 
spondcnze. [G- -B., v. XXVI, pp. 348-351 (i83S)]. 

3384. Q2. 

LORIA (Gino). Di due rappresentazioni univoche dello spazio rigato sa oni 
forma lineare di quarta specie. [G. B., a. XXVII, pp. 224-215 (1889)]. 

Q a. (r«ii ni 2869, 3041* 3192, 3328). 

3385. Q4ba. 

S ARDI (Giro). Propricti di un decenninante. [G. B^ ▼. II, pp. 376-380 (1864^ 

R (Fidi n*> 3483). 

3386. R la, 3d. 

PADELLETTI (Dino). Sulle accelerazionl d'ordine superiore al prima [G. B., 
V. XIII, pp, 129-149 (1875)). • 

3)87. Rla, R 7 b. 
BASS AN I (Ansel mo). Nota di dnematica. Trakttoria d*un punto soiledtato da 

due forze. Tuna attrattiva e I'altra ripulsiva emananti da un centro d'azione 
fisso. [G. B., V. XXIII, pp. 80-88 (1885)]. 

R 1 b a. (fWi n*> 3340). 

3388, Rlc. 

BELTRAMI (Eugenio). Del raoto geomclrico di un solido chc ruxxola sopr* Bt 
altro solido. [G. B„ v. X, pp. 103-11$ (1872)]. 

3389. Rlc, N»L 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sul movimento geometrico ln(uute&iiao di on sistema 

rigido. [G. B., v. X, pp. 207-216 (1872)]. 
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3590. Rlc, N'l. 
BATTAGLINI (Giuseppe). Sul movimento geometrico fiQito di un sfstema ri- 
gido. [G. B., V. X, pp. 295-302 (1872)]. 

3391. Rlc 

PADELLETTI (Dino). Suiraccclerazione normtic [G. B., v. XIII, pp. 1x5-128 

(i«75)]. 

3392. Rla 

GAUTERO (Giacinto). Del movimento d*una superficie che ne tooct oMUnte* 
mente un'altra fissa. [G. B.^ v. XX, pp. 168-193 (1882)]. 

3393. Rlc, O 8 d. 

MARCOLONGO (Roberto). SuU'accelerazione nel moto di un so'ido intorao ad 
un punto fisso. [G. B., v. XXVII, pp. 90-106 (1889)]. 

» 

3394. Rl£ 

PADELLETTI (Dino). Sul concetto di coppia in Cincmatlca. [G. B., v. XV, 
pp. 54-61, loi-iio, 178-186, 248-256 (1877)]. 

3395. R 2 b. 

DORNA (Alessandro), FERRARI (M.), BATTAGLINI (Giuseppe), MOGNI 
(Antonio). Quistioni 36, 37, e soluzioni. [G, B., v. II, pp. 160, 224, 255-256, 
289-294 (1864)]. 

3396. R2b. 

M(X7NI (Antonio). Sopra gli assi permanent! di rotazione di un corpo, e solu* 
zione della questione 37. [G. B., v. II, pp. 289-294 (1864)]. 

R2b. (Fei/no 3377). 

3397. R2c. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Nota sugli assi principalL [G. B., v. IX, pp. 38-45 
(1871)]. 

3398. R 2 o, N' 1. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulla teorica dei momenti d'inerzia. [G. A, v. XI, 
pp. 62-70 (1873)]. 

3399. R 2 c 

CHELINI (Domenico). Sopra i sistemi materiali di egual momento d*lnerzia. — 
Osservazione del prof. Beltrami. [G. B., v. XII, pp. 201*205 (1874)]. 

R 2 C. (Vedi n* 3x21, 3412)^ 

3400. R 3, N' 1. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulla teorica dei ixjomcntL [G. B^ ▼. X, pp. X75-X80 
(1872)]. 



)40i. R3. R7a, RTb. a4faL 

PADELLETTI (Dioo). Stadii «u iTijii i radpcocL [G. JL, ^ZVI|»|fL))9. 

3$9 (i«79)l- 

1402. R3ac» RSe. 

DEL RE (AUoBio). So!le limioiii £ iom. |G. JU ▼- XXm. f|L |p^44 

R4. (Fdlii*396|). 

1403. R4«. 

JAKKI (VtoceiuoX Sol momcntp d*iiiu forza proo rispctto mi, «n aac [G. I« 
▼. I. pp. 2S2.SS3. j$i-3$4 (1W3)]. 

3404. R4«- 
BATTAGLIKI (Giosq»pe). So! paralle*ogriiiinio delle fone. [G. JL, ▼. I, pp. 36$* 

367 (iS63)l. 

340s. R4«- 
BATTAGLI^^ (Giaseppe> lotorno alle coodizioiii di eqoi!ibrio di on sntemi £ 
fomu invariabilc [(?. JL, ▼. I* pp. 367-368 (1863)]. 

3406. R4a. 

DORNA (Alessandro). Sollt dimostrazione del parallelogrammo ddle font, 
[G. B., V. II, pp. 63-64 (1864)]. 

3407. R 4 a, L* 7. 

BATTAGLINI (Giuseppe). SuH'equilibrio di qaattro forze nello ^azio c soHh 
zione della quistionc 45. [G. B., ▼. IV, pp. 93-95 (1866)]. 

3408. R 4 a, W . 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulla composiztone delle forze. [G. BL, ▼. X, pp. 155* 
140 (1872)]. 

3409. R 4 a, N' L 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle serie dci slsteml di forze. [G. B^ ▼. X, pp. 180- 
187 (1872)]. 

34x0. R4a. 
GEBBIA (Michele). Sulla stability virtuale dell'equilibrio d'un punto materiile 
isolato. (G. B., v. XVI, pp. 177-197 (1878)]. 

R4|L (fVii Qt 3161, 3401). 



n 

3411. R4att. 

BATTAGLINI (Gioscfpe). Hmarmo mi m wmmaat de! ag. D. Tartiia. 

[G. &, V. II» pp. 39S-S97 (■«* 

3412. ft 4 m c, R a c 

CROCCHI (Le<^N>Ido). Un'osserraziaoe iatuno *!> csjppic per nn sstcUU di 

forze parallde. [G. &. ▼. XXm. pp. Sf-M 0<^S)^ 

)4i|. R41». 
DORNA (Alcssandro). SalU cateuuia £ cgoa-'e rcsisteoza. [G. B^ ▼- 1, pp. 73-77 

(i863)> 

3414. R41». 
PADELLETTI (piDo\ Sulla tcoria dd po'igooi e delle conrc fbnicolari. [G. B^ 

▼. XIV, pp. 14-47 («»76)1. 

R41i.(IUrii« 3242> 

341$. R6. 
P ADOV A (Ernesto). Sopra doe teoremi del sig. N c o m a n n. [G. A, ▼. VIII, 

pp. 396-301 (1S70)]. 

3416. R 6 a. 

BATTAGLINI (Giaseppe). Nou intomo ad una sapcrfidc di 8** ordine. [G. B., 
▼. XIII, pp. ISS-160 (187s)]. 

3417. R 6 • «. 

PACI (Paolo). Sopra la funzione potenziale di una massa distribuita su di una 
superficie. [G. B,, v. XV, pp. 289-298 (1877)). 

3418. R 6 b. 

DEL GROSSO (Retnigio). Mcmoria suirattratione degli sferoldi. [G. B., t. VII, 
pp. I37-X5I, i93-«>9 0«69); v. VIII, pp. 97-128, 206-221, 333-365 (1870)]. 

3419. RBbi 

BELTRAMI (Eugenio). Intomo ad una trasformazione di D i r i c h 1 e L [G. B., 
V. X, pp. 49.52 (1872)]. 

}4^ R 6 Ik 

MOLLO (Ange!o). Sclpm un teorema di tIettricitA statica. [G. B^ t. XIX| pp. 373. 
$79 (i8«0]. 

342K R6e» 
ANGELITTI (Filippo). SuII'attraaione sccondo una potenza latera qutlunque 
della distanza. [G B^ v. XX, pp» 346-368 (l88a)]. 
JiMi. Circ. MaUm., L XI, parte 2\— Stampato ii 17 febbrajo 1897. ip 
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5432. R 6 c. 

ANGELITTI (Fi'ippo). Sul potenziale e sull'attraziooe di un anello e di oni 
piastra circolare sottile e unifornie sopra un punto non occupato del suo 
piano secondo una potenza intera qualunque del la distanza. (G. B., v. XXI, 
pp. 68^1 (1883)1. 

R 6 c (Fidi o? 3403> 

R 7. iFtdi n« a963> 

3433. R 7 a, R 8 £ 

PENNACCHIETTI (Giovanni). Sugl'integra!i delle equazioni del moto di on 
punto materiale. [G. B.^ v. XXIII, pp. 158-167 (1885)]. 

R 7 a. (F$di n« 3401). 

3434. R 7 a a. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sul movimcnto per una linea di a^ ordine. [G. B., 
T. XVII, pp. 43.53 (X879)]. 

3435. R 7a 0. 

DAINELLI (Ugo). Sulla decomposizione della forza acceleratrice d*un punto ma- 
teriale libcro che si rcuove secondo una curva qualunque. [G. B., v. XIX, 
pp. 17X-197 (x88i)]. 

3426. R 7 a p, R 7 g. 

AMOROSO (Nicola). Un teorcma di meccanica. [G. B., v. XIX, pp. 380-384 
(1881)]. 

3427. R 7 b. 

MOGNI (Antonio). Sopra le diverse espressioni della forza acceleratrice nella 
teoria delle forze centrali. [G. A, v. -IV, pp. 339-344 (1866)]. 

3438. R 7 b. 

BELTRAMI (Eugenio). Lettera ad Antonio M o g n i. [G. B., v. V, pp. 89.92 
(1867)1. 

3439. R 7 b. 

MORERA (Giacinto). Sul moto di un punto attratto da due centri fissi colla 
legge di Newton. [G. B., v. XVIII, pp. 34-71 (1880)]. 

3430. R 7 b, U 3. 
MARENGO BASTIA (Carlo). Del moto d'un punto attratto da un centro fisso 
con una forza proporzionale ad una potenza della distanza considerato come 
moto perturbato. [G. B., v. XXII, pp. 167-190 (1884)]. 
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3431. R 7 b. 

BONACINI (Carlo). Sul moto di un punto attratto da due centri fissi secondo 
la legge di Ne w ton, [G. B„ v. XXVII, pp. 352.370 (1889); v. XXVIII, 
pp. 44.51 (1890)]. 

R7b. {Fidi ni 3387, 3401). 

3432. R 7 b 6. 

MCXjNI (Antonio). Teoria del movimento di un punto in un piano quando si tiene 
conto della rotazione della terra. [G. B.^ v. Ill, pp. 121.132, 166.183 (1865)]. 

3433. R7bp. 

DAINELLI (Ugo). Sul movimento per una linea qualunque. [G. B., v. XVIII9 
pp. 271.300 (1880)]. 

3434. R 7 b S. 

NAGY (Albino). Sul moto di un punto in un mezzo resistente. [G. B., v. XXVI, 
pp. 369-374 (1888)]. 

3435. R7c. 

DAINELLI (Ugo). Due casi di movimento tautocrono d*un punto nel vuoto 
sopra una curva levigata qualunque. [G. B., v. XXIV, pp. 364.370 (i886)]. 

3436. R 7 d. 

PADELLETTI (Dino). Sopra una proprieti delle brachistocrone. [G. B., v. XIII, 
pp. 201.203 (1875)]. 

3437. R 7 f, O 2 a. 

NICODEMI (Rubino). Esercizii. [G. B., v. XIII, pp. X13-114 (1875)]. 

3438. R 7 g. 

PADOVA (Ernesto). Applicazione del metodo di Hamilton al moto di un 
punto sopra una superficie. [G. B., v. VIII, pp. 90-96 (1870)]. 

R 7 g. iFedi n« 3426). 

3439. R 7 g a. 

MOGNI (Antonio). Sopra 11 pendolo ad oscillazioni coniche. [G, B., v, IV, 
pp. 327.338 (x866)]. 

R 8. {Fidi n« 2963). 

3440. R 8 a. 

TURAZZA (Domenico). Di un nuovo teorema relativo alia rotazione di un corpo 
intorno ad un asse. [G. B., v. Ill-, pp. 146.149 (1865)]. 

3441. R 8 a. 

JANNI (Giuseppe). Nota sul la rouzione dei corpi. [G. B^ v. V* pp. 35 5*} J 7 
(1867)]. 



7^ 

)44>« R 8 a. 
BATTAGLINI (Giuseppe). Sul rooviroento d'un sistemt di forma taTarltbile. 
[G. B^ V. XI, pp. J59-367 (i873)l- 

3443- R 8 • «. 
DE GASPARIS (Annibale). Moto di oa sistana invambile di panti materiali 
esistenti in un piano intorno al centra di graWti. [(?• B^ ¥. lY, ^^. 3$ 3*3$8 
0366)1. 

3444. R 8 • at, R 8 K 
BREGLIA (Eracsto). Sopra due teoremi del Praf. G e b b i a. (G. B.» t. XXVII, 
pp. 303.317 (1889)]. 

R 8 b. iVedi n^" 3444). 

344$. R 8 a 
DCHINA (Alessandra). Memorit sollt stability dellVqtiflibria [<?. &, t. H^ 
pp. 6S-72, 97-103 (i364)]. 

3446. R 8 a 

PORMENTI (Carlo). Equazioni finite del moto pemsanente dt nn sistema. {O. Jt, 
▼. XV, pp. 268-283 (1877)]. 

3447. R 8 e Qu 

MAGGI (Gian Antonio). Sul moto di ua filo flessibile ed inestendibile cbe si 
sposta pochissimo dalla sua posizione d'equilibria \tk B., v. XIX, pp. 1^63 
(x88i)]. 

3448. R86at, R8epw 

PADOVA (Ernesto). Sul problema delle piccole osciI!azioni cbe un filo flessi* 
bile ed inestendibile compie attorno ad una configurazione d'equilibriow [G.&i 
V. XXIII, pp. a3S-243 (1885)]. 

R 8 £ {V$di n<> 3423). 

3449. R 9 a. 

DORNA (Alessandro). Nozioni teoriche sull*attrito. [G. A, v. Ill, pp. aoa^-:!!} 
(186$)]. 

345a SI a. 

BUSTELLI (Anton Maria). Determinazione analitica dei centri di pressione delle 
superficie immerse in un liquido omogeneo pcsante. [G. Jl., t. VII» pp. 152- 
159, 213-220 (1869)]. 

34$ I. S2 6a. 
PADOVA (Ernesto). Del moto di un ellissoide in un fluido iocompccssibile ed 
ilideiiiiitow [G. B^ ^ VUI» pp. ^27-332 (1870)]. 
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ZANNOTTI (Miche!e> Lezioni di fisica matematica. Twnodinamia, [G. B., 
V. VII, pp. 160-173, $51-368 (1869); V. VIII, pp. 60-83 (1870)]. 

VECCHIO (Angelo). Alcune osservaiioai su una pagina dell'H i r n : « Thtorie 
m^canlque de la Chaleur ». [G. B.y v. X, pp. 172-174 (187a)]. 

34S4- S 4 b. 
SANDRUCCI (A.> Sopra la costante R neirisotenna del gas pcrfetti. [G. B^ 

V. XXV, pp. 73-81 (1887)]. 

3455. S4ba. 

MOLLO (Angelo). Sopra una formola di termodinamica. [G. B., t. XXIII, 
pp. 76.79 (1885)]. 

3456. S4ba. 

CESARO (Eraesto). Intorno ad una pretesa dimostrazione di tennodinamica. 
[G. B., V. XXIV, pp. 158-163 (1886)]. 

3457. T 2 a a. 

ARZELA (Cesare). Defortnazione di un ellissoide omogenco elastico isotropo per 
I'azione di forze, che agiscono sopra tutti 1 punti dclla sua massa, e che 
ammettono una funzione potenzialc del la forma 

rispetto alia quale la superficie deH'cllissoide sia di Iiirella [G. BL, v. XU, 
PP- $39-347 («874)]- 

3458. T 3 b. 

MOLLO (Angelo). Sulla difFrazione dei reticolL [G. B., v. XIX, pp. 131-13$ 
(188OJ. 

3459. T 7 a. 

CAMPETTI (Adolfo> Sulla distribuzione delle correnti Stttle supeifici^ [G. B^ 
% XXVI» pp. 377s8o (1888)}. 

U. (Fidi n« 3497). 

346a U 2. 
DE GASPARIS (Annibale). Formole pel calcolo delle orbite di pianete e comete. 
[G.B., V. Ill, pp. 42-46 (186$)]. 

3461. U 2. 
HARZER (Paolo). Movimento d*un ellissoide di rotazione rigido, schiacciato, 
composto di strati di density costante che cresce verso II centre, e rotante 
kitomo ali'asse di roiazioiic socco liofliienBa d'nii corpo che girt Intorno 4I 



7« 



centro dcIl'dlissoOe seooDdo Ic Icggi ifi Kepler. [G. JL^ ▼. XVII, pp. 55- 
6S, iSj.joi (i8r9)> 



3463. U 3. 
DEL GROSSO (Remigio). Sa::c pertnrbixioiii planeuric [G. A, ▼. V, pp. 6s48, 
i*9-«S2, i9J-»«6 (1367): t. VI, pp. 1-1$ I2$.|$2, 324-343 (1868)]. 

U a (r«fi n* 3430). 

3463. U 9. 

DE GASPARIS (Aonibi'eX Rouriooe di an sistema Tariabile di tre masse che 
▼erificaiio !a Icgge de.lc arec [G. B^ ▼. Ill, ^p. 2$ 7-268, 344*362 (186$)]. 

3464. US. 

DE GASPARIS (AnnibaV). Sopra uoa funzknie che presenu il caso di on mi- 
nimo nel problcma dei tre corpL [G. B^ ▼. IV, pp. 33-37 (1866)]. 

346s. U 9. 
DE GASPARIS (Anniba!e). Rkrerche u*terion solla rotazkme di un sistema di 
tre masse, che vcrificano la !cgge delle aree. [G. B., v. IV, pp. 202-209, 
348.3S2 (1866)]. 

3466.0 10 a, L'Ub. 

MUGKAINI (£ttore> Sulla sfera oscu*atrice a!I'ellissoide di rivoluzione. [G. B^ 
▼. XVI, pp. 270-278 (1878)1. 

3467. U 10 a. 

JADANZA (Nicodcmo). Sulla latitudine, longitudine ed azimut dei panti di ana 
rcte trigonometrica. [G, A, v. XVIII, pp. 137-158 (1880)]. 

3468. U 10 a. 

PUCCI (Enrico). Sulle posixioni geografiche. [G. A, ▼. XVIII, pp. 358-368 
(i88o)l. 

3469. U 10 a. 

PUCCI (Enrico). Sulla teoria delle basi geodetiche. [G. A, t. XIX, pp. 151-13$ 
(1881)]. 

347a U 10 a. 
DE BERARDINIS (Giovanni). Sulla livellazione geometrica. [G. B., ▼. XX, 
pp. IOX-X42 (1882)]. 

3471. U 10 a, L'13b. 

PIZZETTI (Paolo). Sulla curva d'allincamento. [G. B., ▼. XXI, pp. 1.15 (1883)]. 

3472. U 10 a, J 2 e. 

DE BERARDINIS (Giovanni). Sulla determinazione di alcune incognite. [G. B^ 
V. XXV, pp. 313-jao (1887)]. 
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U 10 a. (Vedi n<> 3068). 

3473. V 1. 

ANONIMO. Artico'o bibliografico sul « Rapport sur les progr^s de la G^omdtrie 
par M. C h a s I e s ». [G. B,y v. X, pp. 190-192 (1872)]. 

3474. V 1. 

VALERIANI (Valeriano). Alcune notevoli applicazioni della induzione matema- 
tica. [G. B., V. XV, pp. 34-53 (1877)]. 

3475. VL 

FIEDLER (Guglielmo) (*). Sulla riforma dellMnsegnamento geometrico. — Nota 
seguita da tre lettere inedite deirAutore. [G. B., v. XVI, pp. 243-2$$ 
(1878)]. 

3476. Via. 

WILSON (J. M.). E u c I i d e come teste di geometria clementarc (^). [G. A, 
T. VI, pp. 361-368 (x868)]. 

3477. Via. 

HIRST (T. A.). Parole sull'introduzione agll elementi di geometria del profcs- 
sore Wright C^. [G. B., v. VI, pp. 369-370 (x868)]. 

3478. Via. 

HOUEL (J.), BRIOSCHI (Francesco), CREMONA (Luigi), RUBINI (Raflfaele> 
Corrispondenza. [G. A, v. VII, pp. $0-54, ixi (1869)]. 

3479. Via. 

BESSO (Davide). Del concetto di funzione nellMnsegnaraento della geometria ele- 
mentare. [G, B., v. VII, pp. 1 31-136 (1869)]. 

3480. Via. 

D'OVIDIO (Errico). Nota sul libro XII di Eu elide, e sul trattato di A re hi- 
mede relativo alia misura del circolo e dei corpi rotondL [G, B., v. IX, 
pp. 122-124 (1871)]. 

3481. Via. 

HIRST (T. A.). Un discorso sopra E u c I i d e come libro di testa [G. J?., v. IX, 
pp. 180-187 (1871)]. 

3482. Via, K 20. 

HOUEL (J.). Remarques sur renseignement de la trigonom^trie. [G. B., v. XIII, 
pp. 72-79 (187$)]. 

(*) Versione dal tedesco diGabriele TorelU. 

(**) Estratto dal Giortule Th< Ed»calicnal Ttmes, Sett. 1868, e tradotto da R. R. 

(«**) Ectratte dal gioraalc Tht EimcaiUmal Ttm$s, Nor. 1868 • uadotte d« R. R. 



)485- Via, R. 
PADELLETTI (Dioo). Sulle relazloni tra dnematict e tneccanica. [G. B^ t. XIV, 
' PP' 193-218, 280-297 (1876)]. 

3484. V 3 h. 
TRUDI (Nicola). Sul crlterio degli equimoltiplid adoperato dagU antichi geo- 
metri nella teorka delle proporxiooL \G. B^ ▼. I, pp. |37-H^ (xtt|)]. 

348s. V 7, L« 9 b, 1 10, V d. 

ANONIMO. AnnuQzu bibliograficL [G. B^ v. VIII, pp. 377-380 <i87o)]. 

V7. (y$di ii<> JX04). 

3486. V 9. 

BETTI (Errico> Necrologia di OttaTiano Fabrizio MossottL [G. A, 
V. I, pag. 92 (186})]. 

3487. V 9. 

PADOVA (Ernesto). Bibliografia. [G. B., v. VI, pp. 372-374 (1868^ v. VII, 
^]^. 221-225 (1869)]. 

3488. V 9. 

BELTRAMI (Eugenio). Articolo necrologico su Alfredo Clebtch. [G. B^ 
T. X, pp, 347-348 («872)]. 

3489. V 9. 

B...NI (E.). Notizia bibliografica. [G. B,, ▼. XI, pp. 42-43 (1873)]. 

3490. V 9. 

NEUMANN (Carlo). Coramemorazione di Rodolfo Federico Alfredo 
Clebsch, indirizzata all'Accademia di Gottinga dal Prof. Carlo Neu- 
mann, in nome di moiti amid e scolari del defunto, ed inserita nelle 
Nachrichlen del la medesima Accademfa. (Traduzione). [G. A., t. XI, pp. 44-48 
(1873)]. 

3491. V 9. 

CLEBSCH (Alfredo). Commemortzione di G i u 1 1 P 1 Q c k e r (*). [(?. A, t. Xt, 

PP- IS 3-179 (1873)]. 

3492. V 9. 

ARMENANTE (Angelo)* Bibllografie. [G.B., t. XI, pp. i$4»l$6, 301-308(1873); 
▼. XIII, pp. 80-81 (187$)]. 



(*) DaI i<* tomo delle MeAorie delU Sodt ti Retle di Gottiage, ^871. Tredntione di B. B • 1- 
t r t m I. 



3493. V 9, R 3, N' . 

RUFFINI <FardJDando). Bi^liogrArLi : c D. Cheiioi, Sulla conipofiizioDe geo- 
metrica del sistemi di rette di aree e di punti. — Sulla auova geometrit dei 
complessi ». [G. B., v. XII, pp. 22-26 (1874)]. 

3494. V 9. 

FAVARO (Antonio). lotorno alJe opere di Alfredo Clebsch. (Versione dal 
tddesco). [G. B., v. XII, pp. 2874 (1874)]. 

3495. V 9. 

ANONIMa BiJbljografic [G. B., v. XII. pp. 206-207 (1874)]. 

3496. ▼ 9, K 22 a. 

TORELLI (Gabrie^e). Notizie storiche relative alia teoria delle trasformazioni 
in geometria descrittiva. [G. A, v. XIII, pp. 3$ 2-35 5 (1875)]. 

3497. V 9, U. 

ZONA (Tcmistocle). Annunzio bibliografico. [G, ^., v, XIV, pag. 377 (1876)]. 

3498. V 9, J 2. 

ZANOTTI-BIANCO (Ottavio). Sopra due pass! delta Storia delta teoria matema^ 
tica delle probability del sig. T d h u n t e r. [G. R., v. XVI, pp. 26-30 (1878)). 

3499- V 9. 
ANONIMO. Cenno Necrologico : «AngeIo Armenante». [G. R., v. XVI, 
pag. 168 (1878)]. 

3$oo. V 9. 

CREMONA (Luigi), BELTRAMI (Eugenio). «(Domenico Chelini». [G.R., 
V. XVI, pag. 345 (X878)]. 

3501. V 9, K 22. 

RICCARDI (Michelangelo). Notizia bibliografica. [G, B., v. XVI, pp, 378-580 
(1878)]. 

3502. V 9, H 4. 

RUBINI (Raf&ele). Intomo ad un punto di storia matcmatica. \G R., ▼. XVII, 

pp. 149-^9 (x879)l- 

3503. V 9. 

TORELLI (Gabricle). « Nicola Trudi». [G. R., v. XXII, pp. 304.307 
(1884)]. 

3504. V 9. 

GENOCCHI (Angelo). Cenni sull'ingegncre S a v i n o R e a I i s. [G. R., v. XXIV, 
pag. 56 (1886)]. 
Hend. Circ. MaUm,, t. XI, parte 2\— Stampato I'li giugno 1897. 11 
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350s. VS. 
LORIA (Gino). L*opera scienUfica di E 1 1 o r.e C a p o r a I L [(?.&,▼. XXVII, 
pp. i-ja (1889)]. 

VS. {TiM n* 3921, 3060, 3173, 3485). 

3$o6.X4b. 
IS£ (Ernesto). Nota di calcolo graHco salU risoluziooe delle eqaauoot di primo 
grado. [G. B., v. XliV, pp. 180-189 (1876)]. 

3507. X4bS. 
CROCCHI (Lcopoldo). Nou di caloolo grafico sopra la risolusioiie d*iiii sistenu 
di due equazioni di i^* grada [G. B., t. XV, pp. 86-88 (1877)]. 



Gl V: ^<. TmiL :. rzi^ Tax. i> Sa'I*a90 delle coordinate oUi- 
I "f-XxT-T:. Ssir i i;-i ocfeEzcs: ies ioti&grales d*on Sjrstbne 

"i. X^ T.^rakT. ^7«a :. X. pox. 9]. Salla tcora deH'invoIiuiooc^ spe> 

cU:sksrK i;£: ' ji^ j^jctK c»icx Jtmi. jkgi Xafjlu febbnio 1891. 

— Sal "i-STc i:icce caaicL IHL, i?n!c li^i. 

— Su .1 cum ^f! u:r3C ?rii=e Jcdsi Tm panto doppia tUmMe, IMMi 

— S^ f c.^n:.::oc: ia«4ruBC:ve acK^ Ak fiitirlM binarie abbiano qnatm 
rijici ccr ,.=^ .tm* is J^fx^fm, XIX,, i3gi, 

— S;:: c.*^.^ s^=:: i<:: ii>r,:cu Ji iBtne btatfie innessi alle cnnre gobbe n* 
siocili »i< ^^irt'cri-sc 3i/^ XX,, iSoi. 

— Su'> curve ri^icni ; iH u^ «rii3C> iaetrc ad na nmmmt^ <|oaIanqae di 
diciecsior:. .ItX. XXI,. |3*3;. 

— SuVe istcnciitM di nr: supvnot a-'fcbncbft. BU^ XXIV»» 1896. 

— Sof ri un pro^'csu ch< ccc^naiie qael^o «ii trovare il namero degli omfce- 
lie hi J'uot su;^:r:lcic jTcoeriie XiXiiae ■. Jui Ace Torima^ XXX. i89f. 

— Su!> curve pliae ch< in iue disi usd hanno on semplice o on doppio 
cootit:.> orpure si i?scu.i=o. lyCL^ XXXI, 1S96L 

— Su :a cvrvj |K>6ba raxicM*« del qaint'otdiw. MnuL Jkc. Limd, VU^, ^$99. 

— Satle corhiptiieoK a jKbncb^ [if,, if,, ... J^, ) Ira JT puMi dl nno 
spaiio .incare Ji qoaofe n «0f .ua^daMBSMsa. mmL Jw. iMtfrn^ MV^t mff* 

~ S«lk e^ttaaioBi dirimwui d<:;c tuadrkbe dioaoipuioadadtanri^ 
IHL, v., iprile iS*i^ 
Untinml. R TonnoV {nji i. Ml pag. x]. FoAiaiMtti per wdm tBOBk gtne- 
ra'.c dci iTrappu Ptri.\iUc -i M-Utm,. XI, 1^9^ 

— Solla Caieni di un ente io un gnip^ AtU Au, Tmeima, XXXI» 189^ 

— Gruppi fmiti td infiQiti Ji E«i Ihid^ XXXI, 1896. 

— SuIIe definizioni del Gruppo finito. IHL^ XXXII, 1S97. 

Po i yi , J. The Science Absolute 01 Space. Independent of ihc Tnuh or Falsity 
of E u cl i d*s Axiom XI (which caa never be decnkd a prioriX [TMHlated 
from the Latin by Dr. G. & Halsted). Austin. Teias. 1896. 

BohnfllaT, B. Argon a Helium, novf typ pX-nA. i^a^/ravjr &»ki Ak.^ IV,* 1891. 

BramUlla, A. (Napoli). {Ftdi t. X, p. 6). Sopra ana (anif Ha di snpcrficit del- 
I'ottavo ordine. Nota i\ Giormslg S MaUm.^ XXXV, 189& 

— CH ta'uni si stem i di quarciche gobbe casiooali annftar ad una floyariide 
cubica. Sou i\ kmd. Ace, Sopoli^ aprile 18961 

Brioacbi, T. rMiIano> Sopra un teorema del sig. H i 1 b e r k Emd^ CJML MiUm^ 
X, 1896. 

I, T. do rStockho:m;, Bidrag till Weier strati^ Tooii te alfibraiska 
Fiioktlooer«— Akademisk Afhandling. Upsala. 1895. 
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B«raU-PMP«l. e. (Torino). [IftM I. X, p>(. 6|. II meioJo del GtasiMiam 
Kilb Geomenij projettiva. Rtntl. Cire. Malem.. X. 1396. 

— Sut qujlquw proprii'tts dt-i cnstmblcs li'trisomb'iis ci k-urs ipp'Icilions 1 
U liniile d'unc ensemble vjrUble. Ualhtm, dnaaltn, XLVIt, 1896. 
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